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Einf ehrung

ZweigedesWissens:Beispiele(Genom-Prgekt, ,intelligente\ Verkehrssteuerung,
Kosmologie,Medizin: : :)

Bedeutung der klassischen Mechanik als Theorie
Beispiel fur eine quartitativ e Theorie

Abstrakte Modell-Struktur
Gesaichte (Begri s-Entwicklung, Konzepte, Personen)

Extremalprinzip (urspreinglich als ,gettliche$ Prinzip gesehen)

Mec hanik als (klassisc he) System theorie
Systemde nition, -Besdireibung, -Parameter, -Struktur

Zustandsraum,Zustandstransformation
Dynamik (Zustandsanderungen)
Obsenable (Eigenstaften)

Einbettung (Beobadter, Information, Kontrolle)
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Kapitel |1

Newton'sc he Mec hanik

®b ersicht
Referenz,materielle Basis

{ Raum-Zeit, Ereignis, Inertialbasis
{ Galilei-Transformation (passiv)

Zustandsraum

{ Medanisdher Zustand
{ Teilraume/Gesantraum (-Raum = direkte Summe)
{ Zustandstransformation(Dynamik): Newton'stes Grundgesetz

System-De nition

{ Medanisde Punktsysteme

{ N-Teilchen-Systeme

{ abgeshblossen/o en (Isolierbarkeit/ ,, Abschirmung )
{ Obsenable

{ Bilanzgleicung

Modell-Beispiele

{ Bewegungim Zertralfeld
{ Harmonister Oszillator
{ Dampfung

Nichtinertialbasis

{ Transformationsgesetze
{ Sdeinkrafte
{ Realisierung:Hierarchische Systeme(Drehsdheibe, Erde)

9



10 KAPITEL Il. NEWTON'SCHE MECHANIK

1.1 Raum-Zeit-Struktur

Die Struktur von Raum und Zeit wird durch das Verhalten von Uhren und
Ma st aben festgelegt,deren Eigenstaften andererseitsdurch Gesetzeder Phy-
sik bestimmt sind. Deshalbsind nur beide zusammenempirisc veri zierbar. Die
Raum-Zeit-Struktur ist nur erfahrbar mber die Medanik.

Axiom la: Bild der Raumzeit

Das mathematiste Bild des physikalischen Raums ist ein
Euklidischer Raum E2. Das mathematisde Bild der physi-
kalischen Zeit ist ein eindimensionalerEuklidischer Raum E*
(Metrik).

Euklisc her Raum (Dimension n):

Mengevon Punkten
P = fXq1;X2; 5 Xn0

mit Abstand

X
D(P;Q*=  (x y)=

=1
[
Gerichtete Punkt-Paare PQ de nieren den Vektorraum.
|
P = O (Koordinatenursprung); OQ : Ortsvektor

Beide Elemente zusammen(Punkte, Vektoren) bilden dena nen Raum E".

Def. Ereignis

()2 E® E!

Der vierdimensionaleEreignisraumbesitzt hier nur die Struktur der Einzelraume
(keine vierdimensionaleMetrik). Die Folge von Ereignissenbeziglich einesMas-
sepunktsde niert desserBahn r(t).

Basisvektoren von E® E! (direkte Summe)

Bei der Auswahl von Basis\ektoren spielt jedoch eine Kopplung der beiden Eu-
klidischen Raume eine entscheidendeRolle:
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1. Newton'sc hes Grundgesetz (T ragheitsgesetz)

Die Gleichfermigkeit der Bewegungist eine Invariante zugelasseneAbbildungen
in E2  E! (! Galilei-Transformationen). Die Erfahrung lehrt, dassdies nicht
allgemeinfur jedesBezugssystender Fall ist. Dies gilt nur fer Inertialsysteme.

Def. Inertialbasis

JedesBezugssysten(e;; &,; &;) von E3, gegenwelches die Bahnen von drei vom
gleichen Punkt nad verstiedenen(nicht in einer Ebeneliegenden)Richtungen
fortgestleuderten Massenpunktengeradlinig sind (,, Inertialbahnen ).

Def. Inertialzeitsk ala

Zeitskala, nach der ein sich selbst eiberlassenerbewegter Massepunktin einer
Inertialbahn gleiche Stredken in gleichen Zeiten zurecklegt. Realisierungen:

Inertialbasis: Basis, in welcher der Sthwerpunkt desPlanetensystemsuht,
e, ausgerititet nach den Fixsternen (Kepler)

Inertialzeit: Atomuhr

Habe ich ein Inertialsystem gefunden, kann ich weitere konstruieren (Klasse).
Dabei bleibt die Gleichfermigkeit der Bewegunginvariant.

Axiom 1b: Wechsel des Inertialsystems

Die Koordinaten (r;t) in K und die Koordinaten (r%t9 in K°
hangeneber eine Galilei-Transformation miteinander zusam-
men (Abbildung).

[I.1.A  Spezielle Galilei-T ransformation

r;t! r%t® (Automorphismus)

SeienK und K 9 Inertialsystememit t = t°= 0: K = K?

X x0
6 6

Ereignis

VX =
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xAtY = x  wt
y{) = v
2% = z(@t)

0 = t

[1.1.B  Allgemeine Galilei-T ransformation

) = _r)+vt+a
= t+b
= 1
T _ 1
de?: = _1

[1.L1.C Galilei-Grupp e
Galilei-Gruppe G: Mengealler Abbildungen

g=f_viasbgy, =1

Einselemen

Hintereinander-Austihrung g,g: (Gruppen-Operation) * :

h o:or!or%tr o

g ror r%t0r 0
R = f_,_ 5 VitV ant Vb + b+ big
= f_v;abg2 G
Inverse:
g9 *=f1,0,0,0g

1Beadite: Nach erster Transformation ist v°= VY t0= t+ by.
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Einparametrige Untergrupp en G;

(in Klammern Zahl der Parameter)

1. Rotation um feste Achsen (3): Achse(2), Drehwinkel (1)
2. Translation 3): a
3. SpezielleGalilei-Transformation (3): v
4. Zeitvershiebung Q): b

) Die Galilei-Gruppe ist zehndimensionalertsprechend den zehn Parametern
(Lie-Gruppe).

Eigentlic he (ortho chrone) Galilei-Grupp e

det_ = 1) _23SO(3) (spezielleorthogonaleGruppe)
=1

Die volle Galilei-Gruppe erthalt demgegemnber zusatzlich Raum-(,Paritat\ P)
und Zeitspiegelungenr :

P:()! ( rt)
T:()! (5t

Eigenschaften

1. Zeit ist absolut und homogen.
2. Raumiist isotrop und homogen.

3. Das Tragheitsgesetist eine Konsequenzder Raumzeit-Struktur.

Matrix-Darstellung  der Galilei-T ransformation

(ohne Nullpunktsversdiebungena= 0, b= 0)

0 1
1 12 13 V1

I - 21 2 23 V2
g: 9=
= 31 32 33 V3

0O 0 0 1

Def. Vierervektor: (x;y; z;t)
0

1
X
(x%y% 2519 = g% >z/ § HomogeneGalilei-Transformation
t
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SpezielleGalilei-Transformation: ohne Drehungl, v = (vq;0;0)

0
100w
_ %o 100
97@001 0
0001
Vergleih mét speziellerLorenti-Transformation (ohne Drehung) v = (vy;0; 0):
00 1 N
_ 0 10 o§ _ v .
I:_%OOIO —1§ c.l.I:.g
% 00
Explizit:
(%9 = 1 %
=t
X = x+ wt
0 = L ovx+ t
g 1

Allgemein:inhomogend_orentz-Transformation= Poincare-Transformation (Grup-
pe)

1.2 Mec hanische Punktsysteme

[1.2.A  Ein-T eilchen-Systeme

Seir (t) = Bahnkurve einesMassepunktesheziglich K .
Def. Gesdwindigkeit:

de

v(t) = r(t) = @3—%A
ar
Bestleunigung:
b=v(t)=¢

Axiom 2a: Mechanischer Zustand
Der medanisde Zustand einesMassepunkts$ zur Zeit t wird
vollstandig besdirieben durch

(r;0:2 R*  R® (Koordinaten)

aldealisierung: Gleichzeitig De nition desMassepunkts

Darstellung: Punkt im setisdimensionalenPhasenraum, -Raum (= medani-
sther Zustandsraum,6 Koordinaten).
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Konsequenzen:

1. Der medanisde Zustand bestimnt alle medhanischen Obsenablen des
Massepunkts:

A=A r5t)

2. Der Zustand zu beliebigerZeit t legt auc die Zeitentwicklung desSystems
= Dynamik fest (Evolution):

(r:r)e ! (r;n)o

Dynamik
Die Zeitentwicklung ist deterministisd:

p(t) = f(r5r;t)

(Gewehnliche Di erenzialgleichung zweiter Ordnung)

f==F

1
m
charakteristisch fur Massepunkt,Masseparameter 0

Kraft, unabhangigvon Masse(= Punkt-Eigensdatft)

1
m
E

t explizite Zeitabhangigkeit (nicht-autonome Kraft)

Axiom 3a: Newton'sc hes Grundgesetz

d
P me(t) = F(r;r;t)

[1.2.B  N-T eilchen-System

Axiom 2b

Medhanisher Zustand: frj;ro;:iiryirfreiiiryg =
Punkt im 6N-dimensionalenPhasenraum .

Alternativ. N Punkte im 6-dimensionalen -Raum (=
Ein-Teilchen-Raum).

Dynamik:

Axiom 3b
AllgemeinesNewton'sthes Grundgesetz:

mechanischer Zustand
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[1.2.C Exkurs: Zum Begri der tr agen Masse

Nach A. Einsteinist E = mc? (allgemeineRelativit atstheorie,c = Lichtgestwin-
digkeit).
Betrachte nun GesammasseM einesN -Teilchen-Systems:

M = mi+my+:::+ my : : Massendefekt
U
T
u = M% |{§} = ,Innere Energia

Anregungsenergie  Bindungsenergie (Kondensationsw arme)

W = 0: Grundzustand, sonstW > 0
B O fur Gase(keine Bindung; Absto ung)

Beispiel 2C
n =Neutron, p =Proton, e =Elektron; & =atomare Masseneinheit=1;66 10 °’kg
M=6n+6p+ 6e 124! = 0; 09&+

Erster angeregterZustand (Kern-Anregung):

W = 7 10 BNm
Wz = 0,0047%
C

M =120047%> M
Die Energie und die Massesind voneinanderabhangige Gre en. Bei chemister
Anregungist der Massendefekt um ca. 6 Gre enordnungenkleiner (10 ). In

der nichtrelativistischen Mecdhanik wird  vernadlassigt: ! 0. Die Masseist
dann eine additive Erhaltungsgre e. Diesr Grenzfall ertspricht ¢! 1 .

[1.2.D  Mechanische Punktsysteme

De niert durch
TeilchenzahIN
Massenparametem;

Funktionale Form und Parametervon F;
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Allgemeine Klassik ation der Kraft F;

i = Teilchenrummer

1. Autonom: keine explizite Zeitabhangigkeit:

2. Au ere Krafte: F; nur abhangig von metanisthem Zustand des Teilchens
i

EX = E(rirgt)

V; = Potenzial; speziell: au ere Potenzialkrafte

5. Innere Kr afte: nur abhangig von Relativkoordinaten
=1 Lol k=1L2:0N

EM=F, (rj:t)

Vgl. Sdwerpunkts-und Relativkoordinaten, Jakobi-Koordinaten (vgl. Kap.
111.5)

6. Zwei-Kerper-Krafte (Superposition)

_ X
M= Euy(ry 1t
K6 |

Fik: Kraft von k aufi (Nolting; Sdedk: k und i vertausdit)
Iy

(@)

7. Zertralkr afte (spezielleZwei-Kerper-Krafte):

. T
Fa(ry  ret)y=fulr, st Fl =k

i nd
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oIy i Iy Fi,
f > 0:abstoend f < 0:anziehend ausgesklossen!

Konsequenz3. Newton'sdes Gesetz):

Axiom 3c:

Fi = Fui

actio = reactio

Zertralkr afte sind konsenative Kr afte, d.h. sie haben ein Potenzial:

@ I — Fik

@ i) ikl ok m

Ei grad; Vik (jryj) =

rotF; (ry,) = rotgradVi =0

[I.2.E System und Umgebung

.Kartesisder Scnitt\ : Subjekt/Ob jekt; ermeglicht objektive Wissenshatft.
System:in der Regeleinewillk erliche Abgrenzung,was dazu geheren soll.
Idealisierungen:

Abgeschlossenes System

Systemohne (materielle) Umgebung.DieseSystemebe nden sich alsoin der un-
gesbrten Raum-Zeit-Struktur. Deren Invarianzeigensiaften fehren daher auc
direkt zu Invarianzeigensicaften der Mecdhanik.

O enes System

& %

Die Dynamik der UmgebungU ist nicht Gegenstandder Theorie. S+ U kann so
gro gewahlt werden, dassdas Gesantsystem , praktisch\ abgeshlossenist.
Wedhselwirkungen:

S! U: Messung(Information)

U! S: (Praparation, Kontrolle)

U$ S: Austausth-ProzessgEnergie etc.)
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1. Au eres Potenzial U; (konsenative Krafte, i = Teilchenrummer):

F>'= grady

2. Reibungskmfte (nicht konsenativ)

Fot = EoYr)

3. Zeitabhangige (treib ende) Kr afte

Eft = E(Y)

4. ZeitunabhangigeBindungen (skleronom,vgl. Kap. 1V.1)):

Einschrankungen:Lagrange-SystemHamilton-System

1.3 Abgeschlossene Systeme: Galilei-In varianz

Beispiel: Drehung im zweidimensionalerRaum (passiv: a fest, Basisgedreht; ak-
tiv.: Basisfest, a gedreh)

A @2 . A §2
= <450
. a
a a
E— > e > e
.passiy aktiv\
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[I.3.A Interpretation der Galilei-T ransformation

1. TransformationsgesetZur eine Bahn beim Wbergang zwisden zwei ver-
schiedeneninertialsystemen(Basiswedisel:fg,g! felg) ) Klassemeda-
nisch aquivalerter Bezugssystemé, passi¥ ), Koordinatentransformation

2. Beauglich festemKoordinatensystembesdreibenr und r{t) zwei versaie-
dene Bahnen, die durch die Galilei-Transformation ineinander ebergehen
(.aktiv\). Hierfur gilt das

Axiom 4: Galilei-Relativit atsprinzip

Alle Gleichungen (Abbildungen) der klassisten Medanik
fur ein abgesblossenesSystem, bestirieben in einer beliebi-
genaber festenlnertialbasis, sind forminvariant beziglich der
Galilei-Transformationen.

Begrindung:r(t) ! rYt% hatte auch durch Bezugssystemedselertstehenkennen.
Die Galilei-Gruppe ist die Invarianzgruppe der klassisben Medanik.
KonsequenzBetraditliche EinschrankungenzugelasseneModelle.

[1.3.B  Transformationsv erhalten von Observ ablen

Eine allgemeinemedanisde N -Teilchen-Obserable lasstsich sdireiben:

o o

wenn

fur alle g 2 G; (Untergruppe). D.h. A ist ein Skalar, wenn A invariant ist unter

alleng 2 G;.

Entsprechend:

A heit Vektor unter g, wenn sich A wie der Ortsvektor r transformiert.

A heit a'ensorzvveiter ftufe unter g, wennsich A transformiert wie die Dyade
XX Xy Xz

ror=@yx yy yz A,
ZX zy zz
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a) Untergrupp e: Translation

9= (L,Ga0): |r’=r+a] i=12:;N

Skalare unter g:

A = A
r? = r; (Gilt auch komponertenweise)
A = A(ry) Vektorfunktion
JedeKomponene:
o o= oo
A = A(ry) nicht dagegen: A = A(r;)

Vektor unter g:

A= A+a

b) Untergrupp e: Spezielle Galilei-T ransformation

9= (L;v;0,0) |rP=r;+vt| i=12:N

Skalare unter g:
A= A(r)
¥, ist ein Vektor, aber die Komponerten x;;y;; 2z sind Skalare unter g, d.h. sie
sind einzelninvariant.
Dagegenist A = r? ein Skalar, aber nicht invariant, denn

A°= (L+v)? 6 A

ist kein Galilei-Skalar.
Vektoren unter g:

A’ = A+t
zB. r? = r,+v kein Vektor unter g
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c) Untergrupp e: Drehung _

g=(.;0,00) [r®= r;| i=12:::;N

Skalare unter g:
jrj; iy = i (Norm)

Invarianten: jr§ =
= (Winkel)

R = o
) z.B. A(ry;rp) = A(jrjsirj;ry 1) zulassig

Vektor unter g:

A° = _A
zB. A° = 1) r’= _(r 1))
A=) =

Allgemein
A® = A9 =A(LN)= _A®)
) A aGh) r
z.B. A(ry;rp) = a(ry rpjlry 1ol
d) Untergrupp e: Raum-Spiegelung (P arit at)
(gebort zur vollstandigen Galilei-Gruppe)
g: |y= | i=L2:55N

Slkalare unter g:
A°= A9 = A(r); z.B. A= A(r])
Def. Pseudo-Salar:
A= A
Beispiel Spatprodukt:
A(rgirarg) =1y (rp; )

Vektor unter g:

A’= A; zB. =
Def. Pseudo-\éktor (Axialer Vektor):
A’= A

Beispiel Kreuzprodukt:
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e) Untergrupp e: Zeittranslation

g= (L0 b

BeliebigeObsenable: A°= A (Skalar, Vektor etc.)
A9 = A1) 8tt°
Eine explizite Zeitabhangigkeit ist nicht zulassig.

[1.3.C Galilei-In varianz der Newton'sc hen Bewegungsglei-
chungen

Axiom 4
Ist

r(t)y k=212:::;N

Lesungder Bewgungsgleioungen, dann auch

() = _r(t)+vi+a
t® = t+b
det = 1 (orthochron)

) Invarianz von Gleichungen:rechte Seitetransformiert wie linke Seite.

Beispiel 1: Teilchen mit au erer Kraft

me = E4(r;15t)
linke Seite:
d? d? d?
mdt—mgo(to) = m:dt—ozg(tO b) = m:@L(t) .Vektor unter Drehung\
rechte Seite:
Fo° = EY(r+vt+a_r+yt+bh= _F™

) E®™ = 0 (Modell-Einscrankung)

Das erste Newton'sde Gesetz(Tragheitsgesetz)st eine Konsequenzdes Galilei-
Prinzips (Axiom 4).
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Beispiel 2: Abgeschlossenes N-T eilchen-System mit Zwei-K orp er-Kr aften
Sei

d? X
mkﬁik(t) = Fui Ex(rg(t)
I:k;16 k
d? | _
mkdt—@LE(t% = ERs wobei Eg = Ey(r (t9)

I;k

linke Seite:zﬁi(t)
Termeredte Seite:

Ew = By (1) = _F(r (1) (1.1)
Denn dann ist . "
d2 X
_ @Lk F, =0
| {lz-k;lek )

=0 (nach Vorraussetzung)
Bedingung(l1.1) erzwingt Zertralkr afte (Modell-Einsdirankung):

Fu= 15 fra( ”‘Z}j )

transformiert sich wie Ortsv ektor Skalar unter Drehung

1.4 Bilanzgleic hungen
Ausgangspunkt:Newton'sde Bewegungsgleiosung
X

mi¥; = Eu(ry rgt)y+ EXN(rrst)
K6 i

Anmerkung: Die explizite Zeitabhangigkeit von E ;. (,.innere Dynamik\ ) ist jen-
seits desMassepunktmalells.

Betrachte Ein-Teilchen-Obserable A; = Ai(r;;r;). Dann sind Bilanz-Gleichungen
globale (integrale) Aussagendes Typs

X X X
m;iAi¥; = AF, + AES
i k:i:k 61i i

[1.4.A Impulsbilanz: A;j=1

Linke Seite:
X
mis; :

I
o
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Def. Teilchen-Impuls

p = )n(mg-L (Ein-T eilchen-Impuls)
P = p.  (Gesantimpuls)
i
X
Ei = 0, fur Zertralkrafte F;, = F,;
k;i;k6i

X ext ext
) |B= EF(rst E

+Anderung des Gesantimpulses=gesante au ere Kraft\

Mec hanisch abgeschlossenes System (T ranslationsin varianz):

0 Galilei-invariant
P, = const

|0 [jo

)

Drei Integrale der Bewegungbeziglich festeminertialsystem. P, ist der Gesam-
timpuls und hat keine absolute Bedeutung.

Scwerpunkt:
1 X
R= M m;r;
i
Gesantmasse:
X
M = m;
i
1 X 1
) R = — i mit = B
Scwerpunktsatz (fer abgesblosseneSysteme):
R = const
R(t) = Rp+ Vit
1
Vo = M—OBO

Ro. V, sind Erhaltungsgm en, ) 6 Integrale der Bewegung.



26 KAPITEL Il. NEWTON'SCHE MECHANIK

[1.4.B  Energiebilanz: A; r; (=Sk alarpro dukt)
X X X

mi(ry ¥) = (. By)+ (o EPY)
i [ii 6] i
—{z—
{x }
Linke Seite:
d1X , _d
- . - _E .
dt 2 i b dt <"
Kinetische Energie:
1 X
Ewin = é | miLE
Redte Seite:
X 1 X 1 X
X = (p Fy) = > (L Ey)+ > (5 Ej)
i 6] i 6] i 6]
1 . .
= 3 (r; E;) (actio=reactio)
i 6]
Annahme:

Es existiert ein Potenzial: (F; : Kraft auf Teilcheni)

o @ I
F. = rad Vi (jr; j;t) = r—
Ej grag; Vi (J_ul ) @;ij jirgi
2 . @Lijl Ly
aJL”J = a(L” Lij)z = E(L” Llj) 2 (Lq Lij)"' (LIJ Lq) = '?Lijjll
o 1X @y d. .
) X = > ; @_ijjaliijl
Andererseits(Kettenregel):
do, . ... _ @ d . @
a\/IJ (ryiit)y = @ijjdtJLijJ + @
1X d @
) Xo= 45 (gt g\)
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Potenzial:
1 X .
\Y 5 Vi (rg ;1)
ij
av. @
X = —+ =V
it @
d @ X
a(Ekin +V)= @ + | (r; EieXt)

Energiebilanz: Anderung der Gesantenergie

[E = Exn + V|

= explizite Anderungder Wedselwirkungsenergie- Arb eitsleistungau erer Kr afte
am System.
Abgestilossenessystem:

@

EX = 0 6:0 (invariant beziglich Zeitversdiebung)
) %E = 0 (Galilei-invariant)

) E = E( = constbeaiglich festemKoordinatensystem;E ist aber nicht Galilei-
invariant (kein Skalar unter g). E, hat keine absolute Bedeutung.) 1 Integral
der Bewegung.

Energieerhaltungssatzilt auc fer:

a) . Wattlose\ auere Kr afte

ext
7

z.B. Lorentz-Kraft. DieseKr afte leisten keine Arb eit.

b) Auere Kr afte mit Potenzial U; = Ui(r;), zeitunabh angig

Fe= grady
P
redhte Seite= I, grad;U;
Andererseits:
dUi _ dU, dL _
) o oan dt gradUr;
d X

) redte Seite

I
|
<
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AV4

/\
) |Exin +V + U; = const| Konsenatives System (nicht Galilei-invariant)

[1.4.C  Drehimpulsbilanz: A; r;

X X X
mir; ¥ = r Fy+ r, B
i i:j;l 6] i
d X d
Linke Seite= — r- r,= —L
dag ' = dt=

Gesant-Drehimpuls (bezogenauf Koordinatenursprung):

X X
L L= B
i i
Indexvertausdung:
X 1 X
d = i Ey = > (i Eyj+r Ep)
ij;i 6] ij;i 6]
1 X
Fy= E;: d = 5 ry FE; =0 daFy; kr; (Zentralkrafte)
j
Drehmomen
X
D := ri Fj
i
d
—L=D
da— —

AbgestlossenesSystem:D = 0) L = L, = const
) 3 Integrale der Bewegungbeziglich festemKoordinatensystem.
Die Drehimpulserhaltung gilt aud, falls

E> kr; (auere Krafte = Zertralkr afte)

Zusammenfassung

Fer abgesblossened.h. Galilei-invariante Systemeexistieren
zehn Integrale der Bewegung. Dies ist eine Konsequenzder
zehnparametrigenGalilei-Gruppe.

Vgl. Noether-Theorem(Kap. 1V.5).
Fur den Rest diesesKapites bestiranken wir uns auf Ein-Teilchen-Probleme.
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1.5 Bewegung im homogenen Kraftfeld

Darstellungsformen  (fur einen einzelnen Massepunkt):

Parameterdarstellung der Bahn (dreidimensionaler Kon gurationsraum):
fx(t); y(t); z(t)g

Bahngleidcung (zweidimensionalerKon gurationsraum: y(x))

Phasenraumprtr at (eindimensional:x(x)) etc.

Homogenes Kraftfeld

Potenzialkraft, Richtung ausgezeignet: F, = const.
Wabhle kartesisties Koordinatensystemmit e,jjE ,

0o 1
0
) Eo= @o A
Fo
[I.5.A  Schrager Wurf: Bahn im Kon gurationsraum
Beispiel:

ErdnahesGravitationsfeld (g = Erdbestleunigung)
m
Fo= mg, g= 9,8?

Anfangsbedingungen:

rt=0 = @ 1
0
r(t=0) = @cos Av=vy,
sin'
Bewegungsgleioung (separalel):
my = 0

mz = mg
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A iFO: mg

Wurfhehe Yo

Wurfweite
Direkte Integration:

vy (t)
V(1)

VyO
gt + Vo

y(t) = Vyol + Yo

1
z(t) = égtz + Vyot + 2

Festlegungder Integrationskonstarten:

y(0) = yo=0
z(0) = 2z =0
vw(0) = vy = Vpcos
V,(0) = Vy0= VosSin'

Bahn in Parameterdarstellung:

Vot cos'

y(t)
z(t)

Vot sin' ! t2
0 29

y
Vo COS'

Bahngleicung (Parabel im Kon gurationsraum):

y 2

VvV cos

1
z(y) = tan'y 59
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Steigzeit:
V.(T) = 0) v,= T+ vsin'
T = vsin
g
Wurfzeit:
z(ty) = Ofurt, 60
) 1
(sin’ )voty = égt\%,
2(sin’
t, = (sin )vo: oT
g
Wurfweite:
V2
L = vocos ty = —2sin2
g
Winkel fur maximale Weite bei festemv:
' 45

:Z:

[1.5.B Senkrechter Wurf: Phasenraum-P ortr at

EindimensionalerKon gurationsraum

z = 1t2
= Vo 29
Z = v gt) t=—-(vo 2
29z=v; 7

oderz= (V@ 2g2)2

ZweidimensionalerPhasenraum:

31
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(2, 2)

Steighohe

In der Regelist das Schaubild begrenztdurch Zwangskedingungen,z.B. z 0.
Phasenraum-Tajektorien derfen sich nicht sdneiden, da (z;z) Vergangenheit
und Zukunft eindeutig festlegt (fur festesg 6 0, vgl. medanisher Zustand).
Beispiel:

A Z A Z

RN N

z y

Trajektorie im Phasenraum Bahnkurve im Kon gurationsraum

1.6 Bewegung im linearen Zentralfeld

[1.6.A  Spezielle Zentralfelder

c
V(r) = i

nc r
) E(=r_V= TS

n= 2 linearesFeld
n=1 Gravitationsgesetz,Coulonmb-Gesetz

Punktsymmetrie: Kraftzentrum jrj = 0
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[1.6.B  Bewegungsgleichung fer n= 2. harmonisc her Os-
zillator

V()= gri2) F= +2cmj% - F = +2cr

kartesishie Koordinaten, k = 2c> 0 (Ruckstellkraft): V = %kj[j2

|mx + kx = 0

lineare homogeneDi erenzialgleichung zweiter Ordnung, eindimensionalerKon-
gurationsraum

[1.6.C Allgemeine Eigenschaften fur lineare homogene Dif-
ferenzialgleic hung der Ordn ung n

Superpositionsprinzip: Wenn x4(t); x»(t) Lesungensind, dann auch
X(t) = alxl(t) + 82X2(t): (l |2)
Beweis durch Einsetzen:

mx + kx = alfmleE kx1])+azfmx2; kng =0

=0 =0
Die Funktionen f 1(x);f,(x);::: hei en linear unabhangig(a x b), wenn
1fa(x)+ ofa(x)+ ::: = 0 (Nullfunktion in diesemintervall)
) 1= 2= = O

Wenn x4(t); x»(t) linear unabhangig sind, dann ist (11.2) die allgemeineLesung
(Ordnung n = 2).

[1.6.D Lesung durc h Ansatz

X1(t) = cos! ot

SpezielleLesungen: Xo(t) = sin! of

linear unabhangig

r
) mi+k=0) lg=

3| x|

X(t) = aycos( ot) + asin(! ot) = Acog! gt + ")
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X(t) = ay! gsin! ot + a! gcos! gt

x(0) = a,

x(0) = ! o3 Anfangsbedingungen
a = 0:
X A
—»t
T=%&
2 1 2 - 2 2 cin? .
X+t X = a4 cos! ot + a; sin®! ot + 2a;a, cos! ot sin! ot
-0

+azsin?! ot + a5cod ! ot 2a;a, cos! ot sin! ot

Phasenraump ortr at:

GebundenerZustand: Ellipse

|><

Xy
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[1.6.E Isotrop er Harmonisc her Oszillator (zw eidimensio-
nal)

1
Vzék(x2+y2); Fy = @@v Fy @@

XosSin(!t+ )
yosin(!t+ )

x(t)
y(t)

2 2
x(tz) N y(tz) -
X0 Yo

Bahn im Kon gurationsraum: Ellipse mit Kraftzentrum im Mittelpunkt.

Pendelbahn,Geradenstick

[1.6.F Anisotrop er harmonisc her Oszillator

1 1
V = éer) V= é(kxx2+ kyy?)

|
= _— i:x;y :'_y
LY

ganz (rational): Lissgou'sche Figuren sind gestilossen(Wiederkehr des An-

fangszustands)
Wiederkehrzeit = kleinstesgemeinsame¥ielfachesvon T; = £ und T, = £.
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irrational: keine gestilossenenFiguren: Durchlaufene Punkte liegen dicht im
Phasenraum.

Kon gurationsraum (zweidimensional)
(Schnitt im vierdimensionalenPhasenraum)

1.7 Bewegung unter dem Einuss von Reibung

[1.7.A  Senkrechter Wurf mit Reibung

mz = mg z; : phanomenologisice Konstante (Stokes'stie Reibung)

Hilfssatz:

Lesung einer inhomogenenlinearen Di erenzialgleichung =
allgemeine Lesung der homogenenDi erenzialgleichung +
spezielleLesungder inhomogenenDi erenzialgleichung

HomogeneDi erenzialgleichung:
mz+ z=20

Ansatz:

aexp(t)+b
a exp(t)
Zaexp(t)

|NN
|

]
I

m?2+a =0) = —
m

z(t=0) a+b

z(t = 0)

a
a= —
m
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SpezielleLesungder inhomogenenDi erenzialgleichung: Ansatz:

z(t) = v t
z(t) = v
zZ(t) = O

) 0= mg vi) vi= ™Mco (60

AllgemeineLesung:

z(t) = aexp( —t) @t+b
m
- _@ 4y M9
2(t) = —exp( 1)
2
t = T| m_zg+ mz_
a a
Vi = Z_(tl 1)

[1.7.B  Erzwungener gedampfter linearer harmonisc her Os-
zillator

Eoxt) = x kx+F(t)

> 0: Kraft ertgegender Ges&windigkeit
k > 0: Ruckstellkraft

mx = F2(x; x; t)

Bewegungsgleioung:

1
X+ —x+!15x= =F()] !
m=— ' ° m()

onN

Sei
F(t) = Apcoq! 1t)
Allgemeine Lesung der homogenen Dierenzialgleic hung:

x+ax_+!§x=0 (11.3)
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Trick: Wir interpretieren (11.3) als komplexe Gleichung:
+ —7z+ 1 2 = 1.4
T+ 2+ g2 0 (1.4)
wobeiz = Xx+ iy
F X+ 1)+ 0w+ —y+ 12y =
) O+ ox o)) iy + —y+1gy) =0

Rez
Imz

X
) y
Die Lesungder urspreinglichen Gleichung (11.3) erhalt man als Real- oder Ima-

ginarteil von der Lesungz(t).
Lesungsansatz:

z(t) = exp(pt)
Damit in (I1.4) ) charakteristische Gleichung:

p2+ap+!c2)20

P2 = ( 2 'S)%

— 0
2m

a) Kleine Dampfung: 2<13

Der Term unter der Wurzel ist < 0.

P2 = il ©
wobei!© (12 3z>0
AllgemeineLesung:
z(t)
x(t)

exp( t)( exp(i! ¥)+ exp( i!%)
Rez(t) = %(z+ z)
2

3

= %exp( t)gf_fz_?exp(ilot)+f + ?GXIO( i!Ot)Ez)

—{z—
=Gexp(i') =Gexp( i")

x(t) = Gexp( t)cog! &+ ")
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Relaxionszeit

_1_am
Q-Faktor (Gutefaktor)
oy 22
2 °T T
ST
A X(t)
b) Groe Dampfung: 2> 13
P2 = (2 !S)% reell, negativ

X(t) = a; exp(p:t) + a exp(p.t)

c) Ap eriodischer Grenzfall: 2=13

Aus der charakteristischen Gleichung ergibt sich nur eine Lesung(p, = pz, phy-
sikalisch singular):

x(t) = agexp( t)
Zweite Lesung:Seizunacst noch p; 6 p,, dann ist

Xpl (t) sz (t)
Pr P2
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auch Lesung(wegender Linearitat) und somit ist fer

dx _

o texp(pt) = texp( t)

pr! p2:

ebenfalls Losung.Insgesam also

X(t) = exp( t)(as + tap)

Spezielle Lesung der inhomogenen Di erenzialgleic hung

1 .
T+ _z¥ 1 27 = ﬁAl exp(i! 1t); A reell

Euler'sche Formel:

exp( i ) = cos isin
) x(t) = Rez(t)
Ansatz:
z(t) = Ié‘} exp(i! ;t)exp( i ) (Polardarstellung)
reell
in (11.5):

Al
P24 i1+ 128=—exp
: 1 :
m %" mx, )

Gleichung (11.6) zerfallt in zwei Anteile: Re, Im :

A
| 2 | 2 = _1003
H H 1
(8 1D =
A .
=— 2!, = —=—sin
2m ! mXg !
21
) tan | = 2 12
‘0 1
Al

12 12244212 "1
(0 1) 1 X%mz

A1

Xo = T
m(!§ D2+ 4 A%

(11.5)

(11.6)
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X(t) = Rez(t) = xpcog! it 1)

Transiertes Verhalten ( 2< ! 2: gro es Q (Gute))
x(t) = Gexp( t)cof! ¥+ ')+ xocof! 1t 1)
EingestiwungenerZustand (t =1

X(t) = xocog! it 1)

(unabhangig von Anfangshedingungen)
Extremwerte:

o _ oy - O
d!, . Wy
I, = (12 22z Resonanzfrequenz

XoA

>
i

o

KleinesQ

1A

1. Phasegegember Treiber
+Antwort desSystem$ auf au eres Treiberfeld

41
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Phasenraump ortr at

Gegelen: A;;! 1 > 0. EingestiwungenerZustand:

x(t) = xpcog! it 1)

x(t) = !Pixesin(! st )
2
X
= +x2=x3, x>0
]
Grenzzyklus:
2

X

'y

+ x% = x5 = const

2
Vgl. mit freiem Oszillator % + x2 = const Der Grenzzyklus(, Limit-Cycle\)

wird unabhangig von den Anfangsbkedingungenerreict (,Gedadtnis-Verlust ,
Evolution: Zeit bekommt eine ausgezeienete Richtung).

X
Anfangsted.1 | '

Einschwingvorgang (starke Dampfung)

[ X

AN

nfangsbed. 2
Grenzzyklus

1.8 Rotierendes Bezugssystem

Motiv ation

Die bisherigeFormulierung der Dynamik ist nur gelltig fer Inertialsysteme.Es ist
oft vorteilhaft, audh Nicht-Inertialsysteme zuzulassen:

um theoretishe Untersudungen zu erleicitern

um Situation im ,realen Labor (auf der Erde) zu bestireiben
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Sei
K Inertialbasis (Basis\ektorene,, e,, €;)

K rotierendes Bezugssystem(Basis\ektoren beziglich K: e, &, &); |:
Drehadse, Drehwinkel

Annahme: Koordinatenursprung gleich in K und K
X3 X3
r)= xihe = x()e(t)= K1)
i=1 i=1

d.h. die Vektoren sind gleich, die Komponenren sind jedoch verstieden (passive
Interpretation vgl. 11.3). Diesgilt fur jedenVektor beziglich desKoordinatenur-
sprungs,insbesonderggilt auc

| = k:

D.h. nicht etwa! = + (feste Bedeutung)!

A
¥ r(t)

/ Xz/ Drehkegelgesehernvon K

n »
Ll L

€& X1

jde;j = jgjsin( ) dt=j!  ejdt Richtung! &
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I dt

de;

€] sin
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= sin , ertspr. fur &,; &,

0
d X d X3
gt ® = xi(g = FHO = Ds(1) 2 (t) + x (D& (t)]
i=1 i=1
x3 3
= Xg + 1 xg I+l Kt
_ - dt
i=1 i=1
dr dr
—— = = |
il I S ()
Diesgilt fur jedenVektor ) de niere ,,Operaton :
d..d..,
""" d =
Wendean auf Vektoren! : | = & = & = 1
2 dd _ @ dr | d
dz- T dgtt dt a -, dt-
oo "
a dr a
= — —+! + ! —r+! r
d d¢ — - — d~ — =
a2 a a !
= | — | — | | ——
gl tL o ogittL gttt oDyt
a? d?r a
_— = = — | | |
el gz A gt L L n L r
Newton'sde Bewegungsgleisung:
d? :
mWL FinK
E = F falls Aufpunkt auf Drehadse (fest.)
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Mit

=k

nr

r = Er—r; d—zr—F
ToTdtt T odt2m

folgt demnad fur K (Komponeren in K)

me= F Fmt E mk ét H mk Y

Scheinkreafte

Corioliskraft

Zenrifugalkraft

I'T
IF

[1.8.A Anwendung

a) Drehscheibe
|

%9
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& = &
L= (00! =F
EbeneBewegung
E= (¥¥0)
Corioliskraft:
C = 2mk E
Ck = 2m( !, =2m! ,»
C, = 2m! %

Nordhalbkugel! , > 0 Seidhalbkugel! , < 0
Redtsablenkungin K Linksablenkungin K

Die Zenrifugalkraft fehrt zur ,,Korrektur\ der Scwerkraft (Betrag und Rich-
tung).

b) Corioliskr afte und atmosph arische Bewegungen

1. Passawinde
Am Aquator steigt erhitzte Luft auf (Tiefdruck-Rinne). Die nachstroemende
Luft wird nach rechts (N) bzw. nad links (S) abgelenkt.

N

Agquator

Al
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2. Zyklone (Tiefdruck-Trichter, Nordhalbkugel)
In ein Tiefdruckgebiet einstromendelLuft erzeugteinen Wirb el gegenden
Uhrzeigersinn(vgl. rotierender Trichter). Die Luft steigt letztlich auf.

3. Antizyklone (Hochdruck, Nordhalbkugel)
Das Abstremenvon Luftmassenerzeugteinen Wirb el im Uhrzeigersinn.

4. Tropische Wirb elstarme

Anm.: Der sogenante ,Badewannen-E ekt\ (Ein uss der Erdrehung auf das
Ausstremenvon Wasser)existiert nicht!
c) Freier Fall auf rotierender Erde
Vernadlassige:

Polschwankungen(!_6 0)

Umlauf der Erde um die Sonne(Rg 6 0; Rg : Scwerpunkt der Erde)
Wahle Koordinatensysteme

K': Nullpunkt in R, fest gegember Sonne

K, rotiert mit der Erde: Nullpunkt in Rg

: geographishe Breite
inK:!'=( 1;0,0)
K:(0;&: € €)

N! S
Wil O
e, : NormaleamOrt P

v o
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E = mg=F
I' = k=( 'cos; 0! sin")
62
- = ~
mdtZL E 2mk E
g = G0 9
dz
a2 = % etc.

g : statisch bestimme Erdanzietungskraft, Summevon Zertrifugal- und Gravi-
tationskraft in Richtung e,

... Aquator
|
S
Bewegungsgleisungen:
% = 2 sin' ¢ (1.7)
$ = 2sin' x 2 cos = (11.8)
2 = g+2 cos g (1.9)
Anfangsbedingungen:
H0) = 0

r(0) (0;0;R+ h); h> O;R : Erdradius

Integration von (11.7) mit Anfangsbedingungen:

x
(1.9): =

2! sin' (1.10)
gt + 2! cos' y (1.11)
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Diesin (11.8):

= 4l 2%sin®" y+ 2 cos g 4l 2cod’ y

) |§++ 4 2y = 2gt! cos

(InhomogeneDi erenzialgleichung zweiter Ordnung)

Lesungder homogenerDi erenzialgleichung (harmonisder Oszillator):

Yo(t) = Asin2! t + B cos2! t

Partikul are Lesungder inhomogenenDi erenzialgleichung:

wWt) = Ct
g = C
¥ =0
) 412Ct = 2gtl cos ) C= gczcl)s
Anfangsbedingungen:
¥0) = B=0
wW0) = 22A+C=0
_ gcos

) D) = t

2!

2—:|Lsin2! t (Ostablenkung)

(1.10): x(t) = gcos' sin' t 2—%sin2!t

Integration mit Anfangsbedingung:

t2
*(t) = gcos  sin’ >

1 cos2't

DL (Sedablenkung)

(1.11): zt) = gt+ gcos' t 2—%sin2! t
_ 1, ., t2 1 cos2t
Z‘(t) R = h ég't + |g'CO§ E {ZW }

vertik ale Abweichung (fallt langsamer)

49

(11.12)
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Entwickle fur ! t 1

1 1 cos2l't  t2 t?
20t = 1 22+ (2 1 o=+ (2 t)?
cos PIGRREV1CR) @y - 2t Y
. 1
sin2l't = 2t 6(2! )3+ 1o
1 B )2,
t jsm2! t =t t+ Tt
) w(t) %cos‘ ('t) (E ekt 1. Ordnung)
x(t) %sin' cos (!t)2 (Eekt 2.Ordnung)

Die Ostablenkungy{t) betragt in tiefen Bergwerksthadten einigeZertimeter und
wurde bereits freh beobadttet.
2 3

1 1
zt) R h —gtzgl ~cog' (I1)?
2 2 }Z
E ekt 2: Ordnung

1.9 Erganzungen

[1.9.A Literaturhin weise

Raumzeitstruktur, Galilei-Gruppe, Bilanzgleidungen:

{ N. Straumann: Klassistie Medhanik, Springer 1987
{ F. Sdedk: Klassishie Mechanik, Springer 1988

Transformationserhalten von Obsenablen:
{ S.Brandt, H. D. Dahmen:Physik I, Mecdhanik, Springer 1987
Nichtinertialsysteme

{ N. Straumann

[1.9.B Zusammenfassung

1. Die Raumzeit wird reprasetiert als direkte Summeeinesdreidimensiona-
len und eineseindimensionalenEuklidischen Raumes.Ein Ereignis ist ein
Punkt diesesRaumes,spezi ziert durch einen Ortsvektor r und eine Zeit-
marke t beziglich einessogenanten Inertialsystems.
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. Die Galilei-Gruppe ist eine Invarianzgruppe der Raumzeit, d.h. die Menge

der Ereignissegelt bei Galilei-Transformationenin sich eber (Symmetrie).
Die Galilei-Gruppe hat zehn Parameter.

Korrolar: Aquivalenzaller Inertialsysteme,die durch Galilei-Transformation
auseinandenvorgehen.

. Der medanisde Zustand einesMassepunktsist vollstandig de niert durch

einenPunkt (r;r) im seh©isdimensionalen -Raum. Ein N -Teilchen-System
wird als Punkt im 6N -dimensionalen-Raum bestirieben (Phasenraum).

. Die Zeitentwicklung (Dynamik) ist determiniert durch die Newton'sden

Bewegungsgleioungen
m;#; = F;(Zustand;t) im Inertialsystem

m;: trageMasse,F;, = F"' + F&: Kraft
Darstellung: Parameter-Darstellung,Bahnkurve, Phasenraumprtr at

. Fur abgeshblosseneSystemegilt das Galilei-Prinzip: Medanisdhe Geset-

ze sind invariant gegenGalilei- Transformationen.Die zehn Integrale der
Bewegungsind hier immer gelltig, die Konstanten sind aber keine Galilei-
Invarianten (d.h. sie sind abhangig vom gewahlten Inertialsystem).

. Die globale Impulserhaltung gilt aud fer nicht abgesblosseneSysteme,

falls fur innere Krafte actio = reactio und fer die Summe der au eren
Krafte = 0 gilt.

. Die globale Energieerhaltunggilt aud, falls innere Krafte Zenralkr afte

(d.h. sie haben ein Potenzial) und explizit zeitunabhangig sowie au ere
Krafte ,wattlos\ sind:

Eun + V = const

Falls au ere Krafte Potenzialkrafte sind (aus U, % = 0, konsenatives
System), gilt

Ewn + V + U= const

. Die globale Drehimpulserhaltung gilt auch (beziglich einesbeliebigenin

einem Inertialsystem ruhendenBezugspunkts),falls innere Kr afte Zertral-
krafte sind und die Summeder au eren Drehmomerte = 0 ist.

. Reibung zeitnet die Zeitrichtung aus: Relaxion. Bei einem getriebenen

harmonisden Oszillator fehrt sie zu einemGrenzzyklus(Limit-Cycle).
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10. Bezuglich eines Nicht-Inertialsystems treten in der Newton'sdien Bewe-
gungsgleibung zusatzlich Sceinkrafte auf. Diesesindimmer  m;. Speziell
treten bei einem rotierenden BezugssystenCoriolis- und Zertrifugalkraft

auf.
Einfache Ein-Teilchen-Probleme:

Freier Fall (konstarte Kraft)
Harmonister Oszillator (lineare Kraft)
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Mehrteilc hensysteme

[11.1 Abgeschlossenes Zw eiteilc hensystem:

kopplung
mak; = Fq,(r) (Kraft von 2 auf 1)
Mok, = Fp = Fop(ly)

Transformation auf Sthwerpunkt - und Relativ-Koordinaten:

1
R = m(mlll"' mor,); M =mp+ m;

r, = r, r,=r,;, (Relativkoordinate)

R m;
r = — M+ m —T
) I mz( 1 2) e £

m R
o= gt —r,  —(mp+my)
mo mo-

+ M2

B m1+m2L
R

ma
mi+my—

mymsy

m.e, = MR+ L= F,(r ] m

) 1P 1R my+ My F15(r) J 2
mims, .

m-k, = myR b= F..(r m

) pid) 2R My + My F1o(r) J 1

Addiere die beidenletzten Gleichungen() Einteilchenprobleml):

) [MR=0

53

Ent-
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bzw. subtrahiere () Einteilchenproblemll):

|=
1

F15(r)
—_ mimy
mi+my

= reduzierte Masse

Die Bewegungsgleiosungenbeziglich R und r entkoppeln also.Damit erhalt man
zwei unabhangige Einteilchenprobleme.Dies gelt im Allgemeinen bereits nicht
mehr fur Dreiteilchenprobleme.

Erhaltungss atze

a) Impulserhaltung

P=m,+ myp,= MR=PRPs=0

Der Relativimplus tragt nicht zum Gesantimpuls bei.

b) Energieerhaltung

Ei, = gradV(jrj)
E = Eu, +V = const
—_ 1 2 1 2
Ewn = émlLl"- émsz
2 _ m3m; 2 2 mim;
mry = ————r“+mR +2——
= (my+ my)2— = (my+ my)—
m2m 2 m;m
2 _ 11112 2 1112
mys = —= < r°+mR 2——=
2T mirmp)2 T Tmpemy)
1 1,

2
) Ekn = EMB-+§L

Die Gesantenergieist alsoadditiv:

E = Es+ E, = const

MR’ = const

r2+ V(jrj) = const

~
NI NI -
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c) Drehimpulserhaltung

L = mry; rg+mar, I,
2
mim mym mim
= mlR B_+ 172L B_+ 172_ r_+ 1722L r
my + m; m; + m; (Mg + my)
2
mim mim mom
my + m; my + my (M1 + my)
L = (m+m)R R+ r_ r=Lg+L, = const
L = MR R= const .
) Ls : R (da R und r ungeloppelt sind)
L, = r_ r=const

Dasabgeshlossen&weiteilchensystem entk oppelt in Relativ- und Sctwerpunkts-
koordinaten, fehrt exakt zu zwei Einteilchenproblemen.Dies bedeutet:

Die Bewegungsgleioungen sind erntk oppelt.
Alle Obsenablenwerdenin die ertsprechendenTeile aufgespalten.
Die Bilanzgleichungen gelten getrenrt fur R- und r-Koordinaten.

Dies funktioniert nicht in Anwesenheitau erer Kr afte.

Anmerkungen

1. DieseEntkopplungist far N > 2 im Allgemeinennicht meglich.

2. Selbst die Schwerpunktsbewegung lasst sich im Allgemeinen nicht exakt
separieren(Reduktion N -Teilchen-Problem! (N  1)-Teilchen-Problem).

3. Jakobi-Koordinaten (vgl. Kap. I11.5) sind verallgemeinerteSdwerpunkts-
und Relativkoordinaten:

(rsroiinrg) !t (R )

Problem: Die kinetische Energie bleibt ertkoppelt (wie in den ursprengli-
chen Koordinaten), aber die potenzielle Energie separiertim Allgemeinen
nicht (Uberlagerungvon Zweikerperkraften). Eine Ausnahmesind lineare
Systeme.

_;_1""’_N 1
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4. Wir wissenzwar, dasssich R beziglich einer Inertialbasis gleichfermig ge-
radlinig bewegenmuss, kennen aber dessenBahnkurve trotzdem nur be-
rechnen, indem wir das Gesantproblem lesen(oder Naherungenmaden).

5. COM-Basis (cernter of mass):R = 0. Dies ist eine nutzliche Basis, aber
Transformationenauf das Labor- Systemerfordern die Kenntnis von R(t).
Diesesist wieder nur nach LesungdesGesantproblems bekannt.

1.2 Kepler-Problem

Ziel: Herleitung der versdiedenenBahntypen aus dem Kraftgesetz.

m;m; I
I
i 1)

L§

Kraft vonj aufi

Ei(ry)

y = I

Eij

[11.2.A  Erhaltungss atze
Zwei-Kerper-Problem:r,, = r

- mimy ¢ - @ g M
= G — G= 6,67 10
)t r2 i kgs’

DrehimpulserhaltungssatzDie Bewegungverlauft in einerEbene,diedurch r(t =
0) und v(t = 0) aufgespant wird. Man wahlt ebene Polarkoordinaten:

X(t)
y(t)

r(t) cos (t)
r(t) sin' (t)

X=7rcos rsin
y = rsin' + rcos

Relativ-Drehimpuls:

L, = r_ r=const

er = Lr’y = O

Lz = (Xy yx)=r 2'_
I—rz
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A I .
u = T (Gravitationspotenzial)
F, = r_U= A—ZL A = Gmym, > 0 (anziehend)
e T1 T R

Relativ-Energie/Energiesatz:

x>+ y?=(r>+r? 2 rrsin' cos '_+rrsin' cos ')

1

= 5 @+

const= | E,

r()

EindimensionalesProblem mit e ektivem Potenzial (=Gra vitation+Zen trifugal-
Potenzial)

A

\Y,

[11.2.B  Bahnkurv e in Polark oordinaten (Kon gurations-
raum)

r=r(C)

o _odr, _dri,

d¢ d — d r2
Koordinatentransformation:

1 d idr

Durch Drehimpuls ausgedesickt:
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Setzer_in Energiesatzein:
n #

L d 1 A 2
Er—z— g +r_2 ?—constjK
Parameter:
L2
| = A—rz > 0; | = 0: Bewegungdurch Zertrum
d 2 1 2 2E .
|l — + —- == I
) d rz2 r A J
De niere dann
I
| | +1= —+1 = :
() -t1) L
also
2 2
| 2 = _ —+ 1
rz2 r
und
dl d_!d _ Id_
d' d d d
dar 2 2E, |
+ | 2 - r + 1 2
) d' A

(inhomogene,nichtlineare Di erenzialgleichung erster Ordnung)

Lesung:

()= cog" ‘o) 0

Beweis:

— = sin(" g V
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Zureck in urspreingliche Koordinaten:

r= = 0
1 co{' 'o) 1

)= cof' ') +1

(Polarkoordinatendarstellung einesKegelsnitts)

= ,Exzertrizit at\
Ein anderesVorzeihen bei fehrt nur zu eineranderenPhase’ (. Im folgenden
wird ' ¢ 0und dasVorzeihenbei positiv gewahlt.

[11.2.C Transformation auf kartesisc he Ko ordinaten

VersdhobenesKoordinatensystem(Kraftzentrum nicht im Nullpunkt)
Ansatz:

X = rcos +c r= ——— (Bahn)
1+ cos
y = rsin’
2 2
1 cos
2_ 12 — 12 — '\ 2
rc=1¢ ———— =11 — =(I rcos
1+ cos 1+ cos ( )

Andererseits:
rP=x o*+y’=[ (x o

Ziel: c sobestimmen,dassdie in x linearen Terme versdwinden.

x? |%£?<+cz+y2=I2+ x? F?{E_fJ’CZZ Ax +2lc (111.2)
Also:
2cx = 2ox? 2 x
ol 2 = |
) c=1|2 6 1(E, 6 0)
Restterme:
1 2x2+y? = E+1P+E?%+2c¢

A(2 D+12+2c
_ 2|2 P24 222 _ 2 2+ (1 )2+ 272 2L
2 1 2 1 2 1 2




60 KAPITEL Ill. MEHRTEILCHENSYSTEME
2\2 2
@ ??,,1

2 —
2 z v =1

o= = =a® 2?0

— + = 1| Kegelsnitt

1 2= 2irl>0) 0< <1
C2
¥=2) c<a
Lo A
T 1 2 2Ej
¥ = al>0

Kraftzentrum

2 2
X
_+y =

a2
2 —

1 Ellipse
=0:a=I Kreis
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ii. E, > 0: Streu-Zust ande

1 2 = 2ir|<0) >1) c>a
= a2 <0
X2 y2
2z B = 1 2 Hyperbelaste
Asymptoten:
N
1+ cos
cos' 1 = 1

. PhysikalischeAst
“\beiAnziehung

Bei Absto ung wird der linke Ast realisiert.
i. E,=0
= 1 (obenausgestlossen) a=c) b=0

2+ x?+ 2cx+ & 2x+ 2lc
2x 2lc 1°=0

(111.1) x® 2cx+ 2+ y?
y2

c frei wahlbar:c 0
Parabel:

y2=12 2x

Kraftzentrum
|
\ L
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[11.2.D  Kepler'sc he Gesetze
1. Gesetz

Die gebundenerBahnensind Ellipsen. Das Kraftzentrum ist in einemder Brenn-

punkte.
Sdwerpunktsystem:
R 0 (=Kraftzentrum)
mo
rh = —F-7”
my + my
mj
r, = —
mi + my
In ebenenPolarkoordinaten:
m I
ri('1) = 2 , 0< <1
m;+ m, cos ;+ 1
r (I ) — ml | 1 — 1 +
2 2 m,+m, cos ,+1 2 1

cos ,=coq" 1+ )= coS ;

(vgl. Abb. unten)
mi = m, : Ma stabsfaktor:

fo= M M2 o —:_L) l1s 1 !
l_m1+m2_m1+m2_ 2_2 Lz 2
L _— @)

m
) -

m,

“elastische Hantel”, sich bewegend &®n0

d.h. A = a =

etc.

NIT Nl D

b = b=

Der Scwerpunkt ist der gemeinsameBrennpunkt beider Ellipsen. Die beiden
Ellipsensindum ' o = zueinanderverkippt.
mq mo :
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X%

2. Kepler'sc hes Gesetz

Die Flachengesbwindigkeit ist konstart.

#
r dF = jr drj

dF _ }'r rp= i'L j = const

(gilt im Scwerpunktsystemaud fer die Einzelbahnen)

3. Kepler'sc hes Gesetz

Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten (um die Sonne)verhalten sich wie
die Kuben der gro en Halbacthsen.
Fer dengesanten Umlauft = T ist F = ah

d_F I E = ﬁ ) T= 2 ab
dt T 2 L,
2
T ? 22 (p=ay 283 '"A° ald ad
2 L2, Lz, A (m+my)G

m; My = Msone(gleicher Zentral-Stern)

2

T : . :
) P const fur alle Planeterbahnen (medanisde Ahnlichkeit)

[11.2.E Bertrand-Theorem (1873)
Seifur einengebundenenZustand

Foy=f ()2 (Zentralkraft) ;
IT24)

so existierengestilosseneBahnen fur alle Anfangsbedingungennur fer

o 1 o
f(jrio) T und f(ry) jroj

=12
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Energiesatz:

m
1

S22 U = SV

1L

<
I

A
E E

)
NN
(nicht|v|=0)

Geschlossen fur alle Geschlossen nicht-geschlossen bet@ungen

Anfangsbedingungen z.B. Perihel-Drehung
(Lissajous-Figuren)
(Rosettenbahnen)

I11.2.F Lenz'sc her Vektor

Def.:
L= r L, A.r;.
I
A=Gmm, > 0
L?L.;L,?r ) L in Bewegungsebne
Behauptung:

dL

d ~°
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Beweis:
Ar
P = i (Newton)
L, = r_
A
) ¢+ L= S @ 0
Redite Seite = — r(rr) r°r; r r=32(@ =352 =rr=rjqj
A
= ﬁ[ﬂu rirj]
d r _ rjri rir -
@ N - g Quotientenregel
) Redite Seite = AE L
dt jrj
L=0
d
) glo L= L
) d L AL = 0|) L = const

L: Vorzugsriditung in Bewegungsekne.
Es gibt bezglich Relativkoordinaten maximal sets Integrale der Bewegung
(=Anfangsbedingungen).
Interpretation:
1. Eine Konstarte legt fest, wo sich auf der Bahn das Teilchen zur Zeit t
be ndet (Gedadtnis)
2. E;
3.-5. L,
6. wberL (L?L,)
Es handelt sich alsoum ein integrablesSystem(falls nicht integrabel: nur E ware
Erhaltungsgrme e).

Orien tierung von L

(! Nolting)
Betrachte

—
—
|

- | (_r—{zég roAr

(r r)L,=L2 (Spatpro dukt)
jLjr cos

—
-
1
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) Ar +jLjrcos = LZ= const
. . 2
LT P
A
{z
) L = A

Falls Kreisbahn: = 0,jLj= 0

)

Bewegungsebene:

r= ——— L in Richtung gro er Halbadhsea
1+ cos

Der Lenz'sthe Vektor ist nur fer das15rj - Potenzial eine Erhaltungsgre e.

I11.3 Streuung im Zentralfeld

[11.3.A  Problemstellung
Sdwerpunkts- (R) und Relativkoordinaten (r):

= I, I

< I
1

[
mims

mp; + mo
MR = 0) R=V®™ = const
Po= Eu(r)= r_U(rj)
1 .
E, = é V_z + U(jrj)

—
I

r  v= const

Annahme:

U(jrj) = constfur jrj > a

) E,i(r) = Oferjrj > a (begrenzteReidhweite) ) asymptotisdie Bewegungen
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Def. Sto problem (., zentraler Sto \)

Anfangszustandfurt! 1 :jrj > afreies,Teilchen mit Gestwindigkeit v
b{

Sto parameter b

v

“Zentrum”’
(Relativkoordinaten)

L, = const) ebeneBewegung
1
_Lr = L y
) jL,,j = bv = const
b: erZj
vV

Abstand, in dem ein Teilchen ohne Wedselwirkung am Zertrum vorbei iegen
welrde.
Endzustand:

t! +1 jrj> a Freies,Teilchen mit v°

JINPUT-OUTPUT-Analyse\ (systentheoretisher Aspekt), die genaueBahn in-
teressiertnicht.

BLACK
IN——> BOX > OUT
Streuv organg
Elastischer Sto :
r = const
- 1,
jrj>a: E, = —-v°=const
. 2k, L]
vj = jv] = b=
) ivi= v i
2 — .2 212 _ 2 1 erz :
Ve=rc+ e c=rc+ =2 (ebenePolarkoordinaten)
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Mindestabstand:

L
Er = Ve (rmin) = U(rmin) + rzz (r_=0Y)

Hilfsvektor (Impulsebertrag):

=
—~
<
o
<
N—r

i
k = 2v smz
# : Ablenkwinkel

Fur eine ebene Bewegungund jv§ = jvj ist # die einzige Unbekannte (ebener
Sto).

I<

[11.3.B  Berechnung von #

Drehimpulssatz:

L, = r ?_ ebenePolarkoordinaten
r2
) Ldt = r3d ) dt= —d (111.2)
I—I’Z
Energiesatz:
1, 1L
Er = > L"‘Z—ﬁ"'u(r)
2 L2 2
)= S E U S5
dr
) dt = ¥ (111.3)
2 L?
= E U 2rrz2
(1r.2)=(11.3):
L,.dr bdr
d = — L = —g

=N

_1
N
[EEN
M

ENEY
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Integration eber korrespondierendeGrenzen:
Z. (ri1 )
d ="@r! 1) "(rmn)="1 = Londr

" (fmin ) I min

da' (rmin) = 0vgl. Zeichnung

Asymptote
t®Y¥

Wechselwirkungs-

bereichF,1 0
Kraftzentrum,// | X
physikalischer Ast
bei Absto ung
Asymptote
By (t® -¥)
Z
. ~ 1 _, bdr

1 - b |
' min r2 1 EU_r % O #

# o= 21

[11.3.C Rucktransformation auf die Teilchen-Ko ordinaten
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a) Lab orsystem:

V : Sdwerpunktgestwindigkeit

vor dem Sto :
m
vV, = VvV + 2 Vv
mp;+ m;
m
v, =V : Vv
my+ m;
nach dem Sto :
m
M(l) = V+ 7220
my + my
m
vi= v
mp;+ m;
miV, + MoV
V= T 222 - O ypverandert

m; + my

miyVv myV m m
0 _ Wy 2Va 2 2 0

) Vi = fyz ylg+7y
mi+my; mp+m; mp+my={z=} m;+m,
= v

k m
— = 2\ V)
m; Mg+ m;

mv) = mv, +k

mA0 = myv, Kk k = Impulsubertrag

b) Schwerpunktsystem

R 0) V=0

u : Sdwerpunktsystem,v : Laborsystem;vor dem Sto :

mo

u, —Vv=Vv, V
my + My
my _

u, ——V=V, V

mi; + my

_ my

) u, = m—2_1

.. .. ms., . .
) pd = MajUy) = M1z mjuy) = Jpy)
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Elastisther Sto :
N juli = juy]
V] =jv e =1
vl = jvi) Ui = U]
Wie im Laborsystemgilt auch hier (wegenu? = v V etc.)
miu) = muu, + K
ngg = muu, Kk

Scwerpunktsystem:

Beim ebenenSto ist # ausden Sto parametern und U(r) zu beredinen.

Streuformeln: (Zentralkraft, ebener Sto -Prozess)

1, . 1, 1 erz
= Zv°+ =~ r2+ T2y
E: 5>\ U(jrj) > Ut o1 u(r)
11L2
Mmin = Ef = 2_%'*' U(rmin) (r=20)

jLI’Zj - r.‘jI—I’Zj
v "2E,
v : au erhalb Streubereit (freies Teilchen)
(]

b =

\ l — l\l mr
I mi U b2
min 2 1 Er 12
. | .
# =] 2]
in einer

Ebene

<
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[11.3.D Oenes Zweiteilc hensystem: Inelastisc her Sto

Es gilt der Impulssatz

|8
I
le)]

Energiesatz:

E, = v @
1
2

+Q
Q

I
<|\.)
Q

) vy

Annahme: Q gelt uber in andere(thermische) Freiheitsgradeund versdwindet
damit aus der medanistien Energiebilanz.Dann gilt:

1 1
Eiot = 5M VZ+E, oM V2

Satz von Carnot wber die obere Grenzeder Energieunwandlung beim inelas-
tischen Sto .

Falls die fur die Wediselwirkung verartwortliche Kraft keine Zertralkraft ist,
mussder Sto prozesskein ebenerSto sein.Zur Besdireibung gereigt dann nicht
nur ein Streuwinkel.

[11.3.E Dierenzieller Streuquersc hnitt (T eilchenstrahlen)

Betrachtung in dreidimensionalemRaum (Zylindersymmetrie).
Def.:

_ Zahl derim Raumwinkel d pro Zeit gestreutenTeilchen
B einfallendeTeilchenintensitat |

()d
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“Kugelschicht”
—

Kugelsdicht-Mantel ache (Z =Kugel-Zentrum):

Fv =2 Rh dFy = 2 Rdh

Kugelkoordinaten: z = r cos#;dz = r sin#d#

) dh = rsin#d#
dFy = 2 RZsin#d# (Flachenelemehin Kugelkoordinaten)
Raumwinkel:

d = dRL;": 2 sin#d#

Anmerkung: Zum Begri Raumwinkel vergleide:
ebeneWinkel d= dI/R Raumwinkel &V=dF/R’

R R dF
dl
dj dw

73
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2pbdb "\
(Ringflache)

) Kugelradius r liegt im Fernbereih (d.h. dort wo die Detektoren sind). Fur
r! 1 ist aber# idertisch mit dem Streuwinkel zwiscden v und v° (andersals
im Bild zu sehen).

o
I

2 sin#d# (#: Streuwinkel)

i | 424

Intensitat durch Ring Intensitat durch Kugelschicht

2 hdb 2 sin#d#

_H#) b

) #) = Snd 44 Dimension Flache

Gesante Streurate (totaler Streuquersanitt):

Z Z
tot = ()yd =2 (#) sin#d#

[11.3.F Anwendungen
i. Kein Potential, U(r)=0

) E s, = p—er =b
r Zi %ini min 2E .
! dr
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R
Integraltafel: —9% - = Yarccos-; =bx=r
x(x2  2)3 X

1
# = 2, =0V

arccod) arccosl = >

Also gilt unabhangig von b

db
) #= 0= const) d—#—O) =0

ii. Harte-Kugel-P otenzial

_ 0 r Ro
u() = 1 fur r < Ry
_ Ro b < Ro
Mmin = b falls b > Ry

Bahnen =Asymptoten (Geraden)

b> Rp: Wie Fall i.

b< Ro:
Z
' = b ' L— = arccos,£
' Ro F(r2 D) 2 Ro
b
) # = 2' 1 = 2arccos—
Ro
# b
) cos- = —<1

2 Ro

75
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Damit ist also

B # do  Ro . #
b= Rocosz) iy smé

- b db_ bR sin# RG cosﬁsinﬁ
sin# d#  2sin# ~ 2 2sin# 2 2

sin2 = 2sin cos
RZ .
) | #) = =2 isotrop
4
J=p \\/‘?
I T
iii. 1-Potenzial

A oL
U(r) = - (Gravitation, Coulomb)

Betrachte Bahnkurve (physikalischer Hyperbelast):

X2 y2
a2 & a2

=1) ¢&

Q.’l\)
v
o

\Y%
=

IO

Polarkoordinaten:

" 1+ cos
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rt 1:
cos ; ! 1
, 1
cos , = -
, p1 cog' ; 1 2
tan'{ = _ = 1 5 =
cos
1
2
= Zir' (vgl. 111.2)
| = L_;"Z 7 = LEZ) 2ErLrZZ:4Er2b2
A’ 2E , A2 A2
2b .
) tan'y = TEr Er:§v2(lml)
tan' = by ®
o A
#
tan' 1 = cot E l]_ = COtE
Cot# _ bv?
2 A
9
A
.
» b
b ! 1 #1 0
b! 0 #1

1)z
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Di erenzieller Streuquersanitt:

b db
#) = — —
(#) sin# d#

A #
u#) = WCOtE
db _ 1A 1
d# ~ 2v2sirP?

Acot? A 1
2

#) = .
(#) sin# v22v2sin?

. i #
sin# = 2sSin— CcoS—
2 2
A2 1
#)= ——
#) 4 2visin*
Anisotrop. Divergiert fur # = 0 (Vorwartsstreuung)und # = . Ebensodivergiert

die gesante Streurate (unendliche Reichweite der Wedselwirkung). Streuszenario
eigertlich nicht gultig!
Anwendung: Rutherford-Streuung

Coulomb-Gesetz:

1
A= 4—e1e2; e ? 0 (Ladung)
0

m; = M, ms :

m; = Kernmasse
m, = Massedes -Teilchens
& = 2¢

| >

. €&
4 omy

?0

Das Vorzeihen hat keinenEin uss in der Streuformel.

Beadite: Das Coulomb-Potenzial wird durch die Elektronenhelle abgeshirmt,
somitist i endlich (Teilchen mit Sto parameter  Atomradius erfahrenkeine
Ablenkung mehr; fur die Gravitation gibt esdagegenkeine Absciirmung).



[11.4. LINEARE N-TEILCHEN-SYSTEME: NORMAL-SCHWINGUNGEN 79

I11.4 Lineare N-Teilchen-Systeme:
Normal-Sc hwingungen

Anmerkung: Analytisch lesbareModelle typischerweiseim Bereidh von Ein- und
Zwei-Teilchen-Problemen Hier ein analytisch lesbaresN -Teilchen-Problem.
Struktur-Mo  dell:

Sdwingungenum die Gleichgewiditskon guration. Die Gleichgewiditskon gura-
tion ist gekennzeitinet durch minimale Energie.

X

E= %miy?+ V(ryroiine)
i=1
Gleichgewittszustand:
@ :
— =0 i=12:::;N
@
SeiY = fy;;i = 1:::3Ng= fry;:::;ryg Kon gurationsraum (3N -dimensional)
@
— = 0) fy;0g,Struktur\
@j 0 J

Tayloren twicklung (um Gleic hgewic ht):
X @

X
+1 @V

2 @J @jo Yi = Yj03Yj 0= Y0

jii©

i Yio(Yjo Vo)

1 X
) [V(Y10+ Ug;y20+ Up;:iii) = const+ > VijoupUjol Ui =Y VYo
e

wobei (u; = Auslenkungder Koordinate y; aus Gleichgewidit y;)

v @v _ _@v
” @@ -y, @@
& Y]

@ _ o

@




80 KAPITEL Ill. MEHRTEILCHENSYSTEME

@ X
@j_

mjuj = VjiUi

Gekoppeltes (lineares) Systemvon Gleichungenj = 1;2;:::; 3N
Matrix-Schreibweise:

0 1
m; 0 0
. 0 m O
M=8B 0 0 ms
M) =V
MU= VU

Normalsc hwingungen

Komplexer LoesungsansatZlineare Gleichung):
U= Aexp( ilt)

(= De nition von Normalsdwingungen: Alle Auslenkungenhaben gleicdhe Fre-
quenz!)

) |[(V !?M)A=0| Eigerwertgleichung

Charakterististhe Gleichung:

detjv. 1°Mj=0

Gleichung 3N -ten Grades) 3N Lesungen! 2, = 1;2;:::;3N. Die zugelori-
gen Eigernvektoren A werden dann bestimmt nadch Einsetzenvon ! aus der
Eigenwertgleichung (sieheBeispiel eingespante Kette, Kap. [11.4.A).

Allgemeine Lesung

Uberlagerungvon Normalsthwingungen(Superpositionsprinzip gilt, da Gleichun-
genlinear). Mit der Uberlagerungtreten nun mehrereFrequenzenauf).
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Beispiel: Einatomige lineare Kette

Gleichgewidtsstruktur:
Yi = Yio
Yio = VYiota

Nadste Nadchbar-Wedhselwirkung (Zweikerperkrafte), interpretierbar als ,,Feder-
krafte\

X 1 ) 1 X

V = éf(uj Uj+1) é \/jjOUjUjO
j i 0

Vi = 2f, Vijg 1= f

@

@ = f(u us+w) f(u i w

mey = f(2u w1 Up)

Ansatz: u; = Ajexp( i't)
) miZA+2fA fA 1 AL =0

Charakterististhe Gleichung: Tridiagonalmatrix:

det 0 f 2t 12m f 0 =0

Daraus ergelen sich N Lesungenfur ! 2,

[11.4.A Eingespann te Kette
N=2;u=0;us=0



mel; = f(2uy up)
mel, = f(2u, uy)
u = Ajexp( i't)
o = Al Zexp( il't)
(m'2 2f)A +fA, =
(m!'2 2f)A,+fA; =
m! 2 2f f Al
f m! 2 2f A,
Eigenfrequenzen:
2f m!?2 f :
det £ m2 T
Y 2f m!?)2 f2 = 0
42 4 17m+1%m? 2 = 0
(1°m)2 4 (1 2m)+3f2 = 0
ri,m = 2f
|12 = g
s 1,2 m
| 3f 2 | £z
-1 - H -2 = E
Eigenfunktionen (= Moden):
!
2f  mi? f A0
f 2f m!? A(zi) B 0
!
tf AP _ 0
f f A(zl) | 0
fooof A® 0
f f A(zz) B 0

KAPITEL III.

0
0

=0
0
(4f 2 3f2)2
f
m

i=12
) AD= AP
) AP =AY

MEHRTEILCHENSYSTEME
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[11.4.B Kette ,ohne Rand\: periodische Randb edingun-
gen

Translationsinvarianz

Ansatz:
A = A(k)exp(ikal) =
) A = Arexpika) ~in Newton'sdhe Bewegungsgleioung
) A1 = Arexp( ika)
m! 2(K)A(k) = fAK)2 exp( ika) exp(ika))

2f A(k)(1 coska)
) 3(k) = %(1 coska)

4 si i
sin-
2

2(1 cos)

"t . ka| |
(k)= + HZSII’]; Dispersionsrelation

reduz. Brillouin-Zone

u(t) = Re (A(k) exp(i(kal !1)))

Periodendauer:
u(t+T) = ul(t)
) exp( 'T) = 1
) IT = 2 ) T= 2'—
Periodische Randbedingungen:
U+ () = u(t) (Ring)
exp(ikaL) = 1
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k = z—n; n=0;, 1,:::; % diskret, L gerade

N=L Atome:

< S
alL
Moden-Zahl:L=Zahl der Atome (eindimensional)

W ellenl ange:

N
>
v

 kiirzere Wellenléngen sind
“. physikalisch nicht sinnvoll

min  —

) Nmax =

N
,\,Nll—QJ

kmax -

Verallgemeinerungen:

ZweiatomigeKette
DreidimensionalesGitter
eneiterte Wedselwirkungen

versdhiedeneRandbedingungen
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1.5 Erganzungen

[11.5.A Zusammenfassung

1. Das abgeshblossenezweikerperproblem und das lineare N -Kerperproblem
sind exakt lesbareProbleme.

2. Das Zweikerperproblem wird durch die Separationin Scdwerpunkts- und
Relativkoordinaten gelost.

3. Far N > 3 ist die Abseparation des Schwerpunkts im Allgemeinen nicht
meglich. Ansonstenwere jedesN -K erper-Problemstufenweisereduzierbar’.

4. Erhaltungsgre en (Energie, Drehimpuls etc.) schranken megliche Bahnkur-
ven ein.

5. Streuproblemesind als Zweikerperproblemeebenfalls exakt lesbar, falls die
inneren Kr afte Zertralkr afte sind (ebener Sto ).

) Exkurs: Worin liegt das Problem?

Betrachte 1-dimensionalenFall:
a) Relativkoordinaten
Anzahl

NN D)y
N

+ 1 Schwerpunktskoordinate.

N = 2: 2 Koordinaten ./

N = 3: 4 Koordinaten ¢ (kennenalsonicht unabhangig sein)

b) Jacobi-Koordinaten, systematiste , Abseparation des Scwerpunkts

1 = X1 X2

1
2 = Q(X1+ X2  2X3)

1
3 = §(X1 + Xo+ Xz 3Xa)

1
= T Xt i X))

X
N Ni i : Sthwerpunkt (gleiche Massen)
i
linear unabhangigeKoordinaten, genauN Steick. v/ Aber: die | sindfur N > 2
Lunphysikalisch\ , d.h. sietreten in tyischen Modellen so nicht auf.
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[11.5.B  Struktur der Newton'sc hen Mec hanik
a) System-Besc hreibung

N-Teilchen(N = 1;2;::7)

Masseparametem;

Kraftfelder (Klassi k ation: Innere/ Au ere Krafte etc.)

Einschrankungen (Zwangskedingungen)
b) Zustands-Besc hreibung
fri;ri;i=1,2:::;N;tg Punkt im -Raum

c) Metho den

System —» @Newtonsche Bewegungsgleichung Lésungen
(Inertialsystem) (Ort-Zeit-Kurven)
Bedingungen
Invarianzen
@ Erhaltungssitze » N-te Integrale
(Bilanzgleichungen)

d) Problemstellungen

Kraftfelder ! Ort-Zeit-Kurv en, Bahnkurven,
Phasenraumprtr ats

Bahntypen I Kraftfelder

Bahn in Bezugssystenl ! Bahn in Bezugssysten®?

Kraftfelder ! Erhaltungsgre en

Bahndarakteristiken (z.B. Vimax, Xmax €tC.)

Zustand t;, Zustand t,

Asymptotik Zustand

ty! 1 t,! +1 (Streuung)
Stabilitat (gegenSterungen)

e) Was fehlt?
Ausgespart:

Kompliziertere Zwangskedingungen
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AllgemeineSystem-De nition / Prinzipien (Integral-/ Di erenzialprinzipi-
en)

Praktisch wichtigstes Verfahren: Lagrange(Kap. 1V)
Von theoretishhem Interesse:Hamilton und Hamilton-Jacobi (Kap. VI)
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KAPITEL III.

MEHRTEILCHENSYSTEME



Kapitel 1V

Lagrange-Mec hanik

Motiv ation

Fur viele medanisdhien Problemeist es zwedkma ig, die Newton'sden Bewe-
gungsgleibungenin eineandereForm umzusdtreiben. Vorteile:

1. Berucksichtigung von Zwangstedingungen(bestimmter Klasse)

2. einfaches Transformations\erhalten bei Koordinatentransformationen
3. Bezielung zwisden Symmetrienund Erhaltungssatzen

4. Medhanisde Systemde nition (L=Lagrange-Funktion)

5. Der Lagrange-formalisnus ist verallgemeinerbar:Zugang zur Feldtheorie
(Lagrange)

V.1 Zwangsbedingungen

Zw angskr afte:

Au ere Krafte, die man zunadst nur eber ihren Ein uss auf die Bewegungkenrt.
Beispiel:
lg

Gleiten einesKerpers auf gekrimmter Ober acdhe unter Ein uss der Gravitati-
on. Die Ober adenkraft erzwingt eine zweidimensionaleBewegung(Ein uss der
Umgebung).

89
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Klassi k ation:

IV.1.A  Holonome Beschrankung

frarg st =0 =12:::5b

f : kontinuierliche, di erenzierbare Funktion derr

f ist aufzufassenals Gleichung einer (SN  1)-dimensionalenHyper ade im
3N -dimensionalenKon gurationsraum. Die Neberbedingungist zu allen Zeiten
erfullt:

@ @
skleronom:— = 0O; rheonom:— 6 0
@ @

Beispiele
(Kuyp ers)

Rollende Stheibe (=starrer Kerper) in der Ebene

yA

B : Markierung auf Sceibe
A : Auagepunkt
3 Koordinaten : fXa;ya; 0

u = 2r
r (Bogenma)
+Rollwinkeh



IV.1. ZWANGSBEDINGUNGEN

Abrollb edingung:

X
cos = I_A
sin = y_A
I
X r cos = 0
A . skleronom
Ya I sin = 0

Perle auf rotierendem Draht
Zylinderkoordinaten fr;z;' g

A

s

V4

It
ar?

0
0

rheonom
skleronom

IV.1.B  Nic htholonome Zwangsbedingungen

Di erenzielle Bestirankung

X

j=1

=a;dr; +adt=0; =1,2::::b

91
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Gleiten auf Kugelober ache

Z 4

v

Ungleichung ) nicht-holonom

RollendeKreissdeibe (starrer Kerper)

{XYad Y }

A: Auflagepunkt
y : Rollwinkel
J: Neigungswinkel

XX Yo y©

Starrer Kerper: 6 Koordinaten, hier: 5 (Ebene)
Neberbedingungen:Abrollb edingung:

dl =rd
Projektionen, . di erenziell\ : ) nicht-holonom

dxa = rd cos
dy, = rd sin'

Xa+tr_—cos = 0
yat+tr_sin' = 0

Anmerkung: DieseGleichungenkennennicht integriert werden,da’ nicht
als Funktion von gegelen ist: Die Rollbedingungsagt nicht, wohin die
Sdeibe rollt. Erst nach der Lesungder Bewegungsgleioungenkann' ()
angegelen werden.

) Anmerkung:

df (Xa;ya;#;' )=dxatrcosd =0
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kein vollstandigesDi erenzial:

@ _ ., @__
@ = 0 —@ r cos
@f et _

IV.1.C  Dynamik: Zwangskr afte

Newton:

Mt = Ej+ 4
Z; : ,Zwangskraft , sie bewirkt eine geometrisbe Einschrankung der Bahn. Die
Wirkung ist bekannt, die Gre e ist im Allgemeinenunbekanrt.
E; :.eingepegte Krafte\ (=,physikalishe Krafte\ : Gravitation etc.). Die Gre e
ist bekannt, die Wirkung ist zu beretinen.
Zwangskmfte modi zieren die Wirkung der eingepmgten Kr afte. Aber wie?

Teilchen im Kreisk egel

Punktmasseauf der InnenseiteeinesKreiskegels(Spezialfall: sthrage Ebene)

Zylinderkoordinaten (r; z;" ):

X = rcos
= rsin'
Z = 2
Zwangsledingung:
r
tan = —
y4
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Ir ztan = 0|

Fur die Dynamik reicht die Zwangshkedingungnicht aus: Wie wird die Wirkung
eingepmkgter Kr afte modi ziert?

mx=2, my=2Z, mz= mg+ Z,

) X = rcos rsin
X = Ppcos 2rsin' ' rcos '2 rsin' ‘e
y = #sin' +2rcos ' rsin' '2+rcos ‘e
z = pcot
In Newtonsdie Bewegungsgleioung:
m(,cos 2r' sin' resin' r'?cos ) = Z, (IV.1)
m(esin' +2r' _cos +recos r'?sin') = Z, (IvV.2)
m(ecot +9q) = Z, (IV.3)
Drei Gleichungenmit funf Unbekannten: r;"; Zy;Zy;Z,
Zusatzbedingungennotwendig!
Annahme: ZwangskraftZ? Kegelwand
€
Z,
—— = tan
1Z]
izij = 22+ 22
Z, = (z22+2}%tan (IV.4)

Projektion auf die x/y-Eb ene:



IV.1. ZWANGSBEDINGUNGEN 95

j Y
izl z
Z,
X
v
ZX . y -
—— = COS - = sin
1Z:] Z]
) |Zxsin' = Z,cos (IvV.5)
Zy = Zyitan'
iZ 2 (ZZ+ ZZ) - Zf
Jedm = ST &)= e
1
(Iv.5) ) |Z,= Zxﬁtan (IvV.6)

Beadite die Richtung von Z gemm. Skizze.Zy, Zy sind negativ (beziglich g, )
(Iv.1) sin® (IV.2) cos :

msin' (,cos  2r'_sin' r'esin' r' ?cos') = Zsin'
mcos (¢#sin' + 2r' cos' +recos r'?sin') = Zy cos
|2t + 1% =0
(Iv.1) tan + (IV.3) cos :
mtan (¥ cos 2r' + r'sysin’ r'2cos’) = Z,tan
( ( 2 ) Pcos) = Z
mcos (scot +g) = Z,cos

(tan +cot )¢ r'%tan +g=0

Damit erreicht: 2 Gleichungenfer 2 Unbekannte r; . Die ldee der Zusatzbedin-
gungenwird nun verallgemeinert.
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V.2 D'Alem bert-Prinzip

IV.2.A  Virtuelle Verreckung r;;i=1;2;:::;N (zur Zeit t)

=willk urliche, in nitesimale Veranderungder Koordinaten, welche mit den Kr af-
ten und Zwangshkedingungenvertraglich ist. Siewird am Systemzu einembelie-
bigen, aber festen Zeitpunkt ( t = 0) ausgeéhrt, hat alsomit der in nitesimalen
Bewegung(reelle Verreckung) im Zeitintervall dt nichts zu tun.

Beispiel: Perle auf Drah't

Der Draht seigleichfermig bestleunigt in y-Richtung

y %bt2 = 0 RheonomeZwangskedingung

Q

— = bt) dy= btdt

@ ) dy

Ay
dr.
T _481”
Perle Draht
X

dr = fdx; dyg: reelle Versthiebung, r = x virtuelle Versdiebung

Virtuelle Arb eit

Sei
E, = FE, +Z;; Z,:DbeliebigeZwangskraft, i : Teilchenindex
Newton:
Fi me,=0) (i me)r,=0
oder
X
A= (i mpe)ry=0

Dies gilt immer. Wir schranken nun ein:
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Axiom 5

Es exisitiert eine Klasse mechanischer Systeme fer welde

die gesante virtuelle Arbeit der jeweiligen Zwangskmfte ver-

schwindet (Di erenzial-Prinzip).
X

A® = Z,

r.=0

(Prinzip dervirtuellen Arbeit, Kuyp ers:d'Alembert-Prinzip)

Esist nicht klar, wie viele Zusatzbedingungennetig sind. Es handelt sich um ein
phanomenologisicesModell. Es gibt keine Quarntenversion.

Beadtte: Axiom 5 ist eineldealisierung, &hnlich der von Massepunkten:Die Be-
deutung liegt darin, dassesunter dieserBedingungallgemeineLesungserfahren
gibt. Andere Systemegibt es,diesesind aber nur durch Spezialverfahrenbehan-
delbar.

Wb ersicht wber die Axiome
Axiom 1: Raum-Zeit
Axiom 2: Mechanisder Zustand
Axiom 3: Newtonsde Gesetze

Axiom 4: Galilei-Prinzip

Axiom 5: Prinzip der virtuellen Arbeit

Aus Axiom 5 folgt dasd'Alembert'sche Prinzip (Kuyp ers:D'Alembert-Gleichung)

F)r=20

In diesemtauchen die Zwangskm®fte nicht explizit auf. Wegen A®@ = 0 sind die
r; aber nicht voneinanderunabhangig, so dasshier nicht auf das Versdwinden
der Einzelsummandengesbtlossenwerdenkann.

Dasd'Alembert-Prinzip gilt fur holonomewie nichtholonome Zwangskmfte unter

Axiom 5. Ohne Zwangstedingungenergibt sich die Newton'ste Gleichung. Es
lasstsich ansdaulich aber am ehestenferr holonomeZwangskmfte deuten.

Beispiel: Direkte Verwendung der d'Alem bert-Gleic hung: Teilchen im
Kreisk egel (3 Ko ordinaten)

Sdwerkraft:
g = 66 09



98 KAPITEL IV. LAGRANGE-MECHANIK

(me mg)r = mxx+yy+(z+g) z)=0 (1Bedingung)
r=(x;y;z) = r(cos’; sin'; cot )

dx = %dr+ %d' =cos dr rsin' d

< X = cos r rsin' ' nicht unabhangig,da
r = y = sin' r+rcos ' verbundeneber das
z = cot r Prinzip A®) =0
Bereits beredinet (IV.1):
X = pcos 2rsin' ' rcos '? rsin' ‘e
y = #sin' +2rcos ' rsin' '2+rcos '

z » cot
Setzer und r in dasd'Alembert-Prinzip ein:
(2r' +r's)r ' + (tan +cot )¢ r'%tan +gcot r=0

r und ' sind unabhangig.

o

2r' +r'e

(tan +cot )¢ r'2tan +g wie vorher (1V.1.C)

I
o

IV.2.B  Holonome Zwangskrafte und Lagrange-Gleic hung
erster Art

Beispiel: Einteilc hensystem mit einer Zwangskraft

f(r;t) = 0 Fladeim dreidimensionalenKon gurationsraum
) rf : Vektor? Flade

Deutung:
" (r:1) Tangenenvektor anf im Punkt r
- = zur Zeit t (beliebigin der Tangenialebene)
Z = rf : Parameter (zu bestimmenaus Wirkung)

) Virtuelle Arbeit:
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Energiebilanz
SeiF=r Vmp=F+ Z

1 2
—_ = +
gt 2mr_ r Vr. f

Damit das Teilchen auf der Ober ade bleibt muss zu allen Zeiten f (r;t) = 0
gelten:

I—1

df @ _ I
—dt—rfr+ =0 ) rfr= —
Au erdem ist
dv _ (@ _av o/
g Vr+ — ) Vr——t —_—
dE _d ) _ o @
)'E'&'fm+v T @ @

D.h. bei % = Qund Z? Ober ade ruhrt der Wedsel der Energie nur von der

Anderung der Ober ache(%) her. A® = 0 bedeutethier eine ,glatte\ Flade,
d.h. estritt keine Reibung auf. Ist die Flache dann stationar, soist r_immer
tangertial zu ihr und Zr = 0 (,reell@ Arbeit = 0).

Erw eiterung auf ein N-Teilchen-System mit b Zwangsbedingungen

Lagrange-Gleic hungen erster Art

mik, = Fi+Z; i=12:000N
f(ryiinrt)y = 0 =12:::b
xo
;. = r .f

Es handelt sich um 3N + b Gleichungenfer 3N Koordinaten und b Faktoren
Die Lagrange-Gleibungen erster Art sind aquivalert den Newton'sthen Bewe-
gungsgleibungen, kombiniert mit dem Axiom 5.

Beispiel: Ebenes mathematisc hes Pendel




100 KAPITEL IV. LAGRANGE-MECHANIK

FE = (0,0, mg)

fi = x*+y?*+2% 1°=0
f2 = y:O
) Zx = 1(§f1+ 2@Zf2: 12X
Zy = 1@f1+ 2@f2: VAL
@ @
Z, = —f+ ,=f,= 12z
z 1@ 1 2@ 2 1
| : mx = 2 X
1 : my = 2.1y+ >
[ mz = mg+ 2 1z
(AVAR y = 0
Vi xX2+y?+ 2722 = |?

Funf Gleichungenfer funf Unbekannte x;y;z; 1; 2

Il
y 05) 2=0
Eliminiere 1:
( 2)() + ) ):
m( zx + Xz) = mgx
Polarkoordinaten:
X = Isin' I Redte Seite
[x = 1'_cos ]
X = lecos I'?sin'
z = | cos
[z = |' sin']
z = Iesin' I'%cos
xz zx = I'« | Linke Seite

) ml?e mgl sin'
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o + lgsin' =
Bestimmung von ;:
o) + (@)(H):
m(xx + 2z) = mgz+ 2 1 (x?+ y?
12 aus fi
Linke Seite:
xx+ 2z = |* 2 (sieheoben)
) ml? 2 = mglcos + 2 412
m
2, = I—gcos' +m'?
) Zy = 2 1x=2 4sin' = sin' [mgcos + ml' ?]
Z, = 0 kein Zwang notwendig: ebene Bewegung
Z, = 2.z= 2 4cos = cos [mgcos + ml'?]
jZj = mgcos + ml' 2| ,Fadenspanmng
Lesung:
sin' ' 412 = !2:|9
v 2
' = 'gcoslt mit'y 1 ) cos 1 >
v 2
) ' = 'g'sinlt cos ' 1 20 cog!t !t nicht klein
r=i 1|2l2 §| 1 21 2ain2 |
IZj'" m g il' gcos!t+ |1 < gsin!t
. 2 .
t=0: jZj = mg m7' 2< mg (beim Loslassen)

!t:E: jZj = mg+ ml'?* 3> mg (unten)

I Zertrifugalkraft\ jF,j = m! 2|
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IV.2.C d'Alem bert-Prinzip in generalisierten Ko ordina-
ten

Ko ordinaten transformation
R3N 1 RN (Kon gurationsraum)
g = q(ryryiin;ryst) dierenzierbar =1;2;:::;3N

Die Transformation sei umkehrbar eindeutig: fer die Jakobi-Determinarte gilt
dann

det @ 60

@,

fur alle Punkte im Kon gurationsraum.
Beadite: g hat nicht unbedingt die Dimensioneiner Lange.
d'Alembert-Prinzip in kartesistien Koordinaten:

(mi¢; E)r=0

Transformation: Virtuelle Verreckung

X @ @,
ry= :l@Q"'—t

oA

=0

t = O gilt, da die Verruckung virtuell ist.

Def. Generalisierte Kr afte

h\ @
F—= = sl 't
Q - _|@I Q(ql qSN )
) X0 Q# 0
mi#; —— q =
=1 =1 @
Betrachte:
v, = aii(ql;'”;chN;t)
. fe e fa_e (V.7
L@t e ’'a @ |




IV.2. D'ALEMBER T-PRINZIP 103

Analog:
de .M e @  , 0@ @@ _eae
dt @ L@ @ 6@ @G @0
. 0% 6,,8 »©0
@ @ @ @
d @ _ @
aa = @ (Iv.8)
Forme um (Produkt-Regel):
! #
e o d X @ X o de
B mi!i@ = a" | mih@ miha@
X (v X (IV :8)
= % miyi% miy|%
De niere
T Py m|V| (: Ekln)
X @_da@ a
) ™a da @
Tda a _
) . a@ @ Q qg=0 (IV.9)

d'Alembert-Prinzip, ausgedeickt wber T, Q in generalisiertenKoordinaten. Dies
gilt nach wie vor fur holonomeund nichtholonome Zwangshkedingungen(unter

Axiom 5).

Entsprechend:
. X
A® = Zir, Zi=Zi(ry i t)
i=1
RN . RN
- ;IQ q = Z o}
=1 I=1_{Z_} =1
Z (gu;unoeNt)

Was hat man dadurch gewonnen?
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IV.3 Lagrange-Systeme

De nition

Ein Lagrange-Systemist ein konsenatives Systemmit holonomenZwangsltedin-
gungen(eingepmgte Kr afte sind Potenzialkrafte).

IV.3.A  Angepasste Ko ordinaten ¢

=speziellegeneralisierteKoordinaten.
Betrachte holonomeBestirankungen

Zahl medanisder Freiheitsgrade:
fm=3N b

Konstruktion: Wehle die b letzten q so, dasssie nur uber diesef von denr;
abhangen,d.h.

Beispiel:
Ausgangspunkt:kartesistie Koordinaten (x; y; z); b= 2;f, = 1

fi
f2

z h Hyper ache: Ebene
x>+ y2+ 7> R?  Hyper adce:Kugel

Az

Paki

Ziel: Zwei Koordinaten zur Erfellung der Zwangstkedingung,eineKoordinate frei.
Zylinderkoordinaten: (x;y;z) ! f;z'dg

ql =
@ = Ri(f)=fi=2z h
& = Ru(f))=f,= 2+2* R?

Bei Erfullung der Zwangshkedingungensind dann die Koordinaten ¢ ; =

.+ = R (0;0;:::;0) = const
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Umkehrung (vorrausgesetzt:Koordinatentransformation ist eindeutig umkehr-
bar):

- = R (fyiinfy);  =1L:5b
) foo= (G Gen)
Zwangskmfte:
Xb
Z = Q
=1 @I
) Z = 0 =120,
da%— Ofur = 21;2::::f,
m f)(+b
y A® = 7 q+ Z q=0
=1 =fm+1
fur beliebige Variationen von g ; = 1;:::;f, und festenq ; = fy +

1,:::;fn + b Die f,, erstenq sind alsofrei varnerbar
) d'Alembert-Prinzip: einzelneSummandenvon (IV.9) = O:

da a . 4o
da @ O =120 m (IV.10)

(Kuypers:f,, d'Alembert-Gleichungen)

IV.3.B  Lagrange-F unktion

Konsenatives System:
= : = g
Ei = r_,V @i
Vo= V(g t)it) = V(g g;t) é\lleei:;iuggzgﬁgun%ktlonen, aber
e X @ _ o
= F.— V)= = =
Q EgT gt g
yd@ @ | @ @ _
d@ O @’ @
d @r V) = @
dt @ - @(T V)
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Def. Lagrange-kinktion (,,naterliche Form\)

L(ggt) T V (Iv.11)

Lagrange-Gleibungenzweiter Art (f,, Di erenzialgleichungenzweiter Ordnung):
d@ @ _ . _ ...

d@ @—0, =12 (IV.12)

Die Zwangstedingungensind versdiwunden.

Anmerkungen

1. Medhanisdes Systemhier de niert durch L(q ;q ;t) (Lagrange-Systeme),

wobeiL = T V zuerstin kartesistien Koordinaten eingeghrt wird, dann
ewvertuell umgeretinet mber Koordinatentransformation r; = ri(q ;t);r; =

ri(q;q;t).

Nicht jedesmedanisde Systemist ein Lagrange-SystemAber nac bishe-
riger Erfahrung sind abgesblosseneSystemelagrange-SystemeDie Dyna-
mik ist de niert durch TL = 0, wobei

L @ da@a .Lagrange-Ableitung

q @ dt@  (Variationsableitungfer L) (IV.13)

. Ohne Zwangsledingungensind die Lagrange-Gleibungenzweiter Art iden-

tisch mit denNewton'sdhen Bewegungsgleioungeneineskonsenativen Sys-
tems:

q = fryiinrng
1 X
T o= 5 mrf U= U@t
j
L =T U
d @ @ @
= = mjt = = - = +E.
dt @, C j J
) mjy = Fj

4. Schemazum Lesenvon Aufgaben:

Szenario(Bild)

Zwangstedingungen,f,, = 3N b
AngepassteKoordinaten g

L=T V (Trafokartesish! q)
Lagrange-Gleibungen zweiter Art aufstellen
(Lesungder Lagrange-Gleibungen)
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Beispiele
a) Atwood'sche Fallmasc hine

Zwei Teilchen, Kon gurationsraum (X1;VYi; Z1; X2; Y2; Zo)

fi(X1;X2) = X+ X2+1=0
y1 = a
y2 = a
z, = 0 i=12
) fnm = 6 5=1

AngepasstegeneralisierteKoordinaten:

X1 = G
X1 = &
) X2 = |
X2 = &

V. = mygXx; + mygXp
Vo= mogon+ mag(l @)
1
T = é(ml"' m2) G
1
L =T V= é(m1+ M)  (Mmp my)gq Mgl
% = (my  m2)g
% = (My+ M)
m; m :
&= X1 = ﬁg g> 0;X1;X, > 0 (Einschrankung)
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b) Teilchen in Kugelsc hale

y

Projektion auf
,yEbene

J/ d Zentrifugalkraft

T Gesamtkraft
7 Schwer =zwangskraft

kraft
Zwangsledingung:
irj = R?
fi = xX*+y?+2®> R?’=0
fm = 3 1=2

AngepasstegeneralisierteKoordinaten:

(in x; y-Ebene)

&
I

Sdwerkraft:
K = (0;0; mg)
Spharische Polarkoordinaten:

= Rsing cost

= Rsingsing

= Rcosy

Rsing singp g + Rcosg, coste ¢ = X(01; &; G ) etc.
= Rsingcost, @+ Rcosg singg g

= Rsing q

N K X N < X
I

V = mgz=mgRcosy [V(z=0)= 0]
T = gmets Smecs v )



IV.3. LAGRANGE-SYSTEME 109

kartesish ! q:

x>+ y?+ 72 = R2g[sir?q sif g + sin? ¢ cog g
+R2gy[cog ¢y cog p + cOF ¢ SN p + SiN? o]
+2R%qup[ 2sing cosg, Sing, COSt,
+2 sing cOsg; COSGp SinGp]

= R%gsin® gf R%¢?

T= %mRz[tﬁsinzow &= T(th; B h)

L=T V= %mRz[qgsinqu+ ] mgR cosq

Euler-Lagrange-Gleibung:

da@a @ _ . _ .
da @ o b
=1:
@- _ 2.2 . .
@ = mR°g sing cosp + mMgR sing
Q@ 2
— = mR
@ G
h i
2 9 inm —
) | qzcosq1+§ singg = 0
= 2
@
— = 0
@p
% = mR%g s
2d H4 —
) |mR a(gzsm q)=0
Lesung:

in? W = t =
) SN g const ) @ S q
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W2 g .
- ~ - 0
) & tang sinfp R SN
i.'"'=0) W=0
z
G = # , 1
sin = sin( ) = sin
° + % = 0 (fur kleine Winkel harmonisder Oszillator)
i. ¢ = *=0:

N

0=am
® =
Lo v W2 avio) g
= = = tan
- sin’ R
(nur Lesungfur tan < 0: 5 , an der Dedke kann das Teilchen keine
Kreise ziehen) = 0(da *®* = 0))
in (IV.9):
g z
‘o= ﬁtan . Steilwandfahrek (ohne Reibung)
= ! = 1
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c) Zeitabh angige Zwangskraft (rheonom)

z

Y

(1) o,

¢ (Geschwindigkeit des Fadens, const)

f1(xy; 2) z=0
r=x2+y)z = Ry, ct O

) fa6y) = (x*+y?): Ro+ct=0
EbenePolarkoordinaten:
x = (Ro ct)cosy
= (R ct)sing
GeneralisierteKoordinate:
G ="
m m m
T = E(x_2+ y?) = E(RO ct)’cg + ECZ
L = T(qgt)
% = mg(Ry ct)?
d@ _d o
at @y a[m(ih(Ro c)]=0
) m (Ry ct)2=const L, (Drehimpuls beziglich 0)
.o Lz . _
= MR, cZ fur ct < Ry (nichtholonome Einschrankung)

A
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IV.3.C  Aquiv alenz von Lagrange-F unktionen
Behauptung:

Zwei Lagrange-Rinktionen L und L° mit

dm
L= L% (IV.14)
M = M(q(t):t)
haben diesellen Euler-Lagrange-Gleibungen.
Beweis:
Zu zeigen:
d @ @ dM 0
d@ @ d
rio= (1)t
d@ _ @ _ @dr,
i@ @ @ d (vgl. (IV.8), ,vertausden )
@dM _ d oM
@ d  d@
) d @ @ dv d @dv @
dt@ @ dt dt @ dt @
X
am o Xan  an
dt L, @ @
8 9
% .
_de X e e e _
dtg @ _ @ @ o %
| {@i }
=gu ,

daM = M(q ;t):
«Eichen : Wahl einer bestimmten Lagrange-Rinktion ausder Mengealler megli-
chen, weldche die gleichen Bewegungsgleioungen liefern.



IV.3. LAGRANGE-SYSTEME 113

Anmerkung

Die Umkehrung gilt im Allgemeinennicht: Zwei Lagrange-kinktionen L und L°,
weldhe die gleichen Euler-Lagrange-Gleibungen haben, unterscheiden sich nur
durch einetotale Zeitableitung %M .

Beispiel:

Die Lagrange-finktionen

1
Li(g;a) = (% &)+ 5(95 %)

1
Lo(q;q) = Q(Qf+Q§+Q§ & % )

haben die gleichen Lagrange-Gleibungen. Fer derenDi erenzen gilt:

1 1
L=l L2 = a® &G+ 5% &
lo 1, 1, 1, 1, 1,
2% 3% BT AT R S%
1 1
= ae (@@ 5@ @)
o d
aM
@Y @Y @Y
—M = + +
dt @hg“ @1292 @
Vergleikh mit L
@ _ 1 _ 1
@ = @ 5@11. setzeM: = @ 2q1 th
an _ 1 . _ 1
@ = ¢ EQQ, setzeM, = @ éqz (07
em  _
@ @p

M= M+ M,+ %(oa )%t = M (qy; & 0h; @ t)  nicht erlaubt!

L, L,6 %M 1l M =M(q;t)
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Beispiele zum Um-Eic hen:

1. Harmonisc her Oszillator

g= X
.Naturliche Form\ :
2
L=T U % C:T)t( %kxz
Wahle M (x;t) = 3 x?
dMm dx
- Cd

2
LO= %m 3—): + X?j_)t( %kx2 (Umeichen)

L %liefert die gleiche Bewegungsgleioung (Achtung: keine Variablen-Transformation).
Unter Umstandenkann dies zur Vereinfadiung von L angevendet werden.
2. Freies Teilchen im elektromegnetisc hen Feld

ElektromagnetistiesFeld, besdirieben durch skalaresPotenzial und Vektorpo-
tenzial A: f (r;t);A(r;t)g

1 e
L = Zmr® e + -Ar V.15
2 c ( )
(IV.13):
d e
L° = L+ — = (r;t
i (r;t)
ed _ e, c@
cdt c — c@
) LO = }mrz e %+ SAY
2 — c—

Umeidhen von L bedeutet hier Eichtransformation der elektrodynamisten Po-
tenziale:
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Durch dieseUmtransformation werdendie , physikalischen Feldernicht verandert:
B° rot A= rotA B

E° grad ° %AO
= grad +%gr_ %A_ %gr_ E (IV.16)

V.4  Punkttransformation

IV.4.A Invarianz der Lagrange-Ableitung

Esseieng generalisierteKoordinaten, L(q; q;t) =Lagrange-Funktion. Eine Punkt-
Transformationist eine Koordinatentransformation de niert durch:

@

= ;i G, ), det —— 60
Q Q (% ) @
) q - Q(Qlanma)
Satz:
Ist g Lesungzu ﬁ =0 1=122:::;f,, dannist Q Lesung
zuTE: 0, =12::::f, mit
C = C(Qu:::5Qf,it)
dm
L@@ @@+ = (V.17)
mit M = M(Qq;:::;Qf,;t). Korrolar: Falls — = O fur ein Koordinatensystem,

dann ist fur alle general|S|ertenKoord|naten die daraus eindeutig hervorgehen
die Lagrange-Ableitunginvariant.

Bew eis:

= vgl. IV.7)  (IV.18)

_ @y .
= @ wegen (IV :18)
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i@ _ Xda@ ,dam
dt @ S dt @@ dt@ dt
Pro duktregel X @ @L @| d @
) a@ @ da
Trzaf_o}lMitr.{x nach Vorraussetzung @l =0
c_@ da@a _ X @ d@
Q @ da@a |, @ @ da@
de @ da_,
d@, @ d
=0 wegen IV :3

1. Die Gulltigkeit des Satzeswar zu erwarten: Zur Herleitung der Lagrange-
Gleichung wurde kein bestimmtes Koordinatensystem vorrausgesetzt)
Forminvarianz.

2. Ohne Zwangshkedingungengilt diesfer (beliebige)kartesisdbie Koordinaten.
) Anwendungauf Transformationen,welde vershiedeneKoordinatensys-
teme miteinander verbinden.

IV.4.B Rotierendes Bezugssystem
Vgl. Kap. 11.8

K = fx;y;zg: Inertialsystem

K = fx y; 20: Bezugs-Systendreht sich mit ! beziglich K um die gemein-
samez-Achse(vgl. 11.8)

AZ

<

o=t

=¢

¢

> X
Bewegungsgleioung (ohne Zwangstedingungen)im Nichtinertialsystem:
Setze

r(t) = _(OK1);
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wobei hier

cos! t sinlft O
_(t) = @sinlt coslt OA

0 0 1
X = xcoslt ysin!t
y = xsin!t+ ycos!t
z = %

[ | Xcoswt

ysinwt

I xsinl't !'ycos!t+ xcoslt gsin!t
Ixcoslt !ysin!t+ xsin! t+ ycos!t
— 0
=z

IN <X
I

T=om(l+ Y+ )= Jmid s 2o 2412084 ) 2 (e )
SeiV = V() gegelen:
L=T V=L(rD

Im Gegensatzzu den Newton'sthen Bewegungsgleioungen ist die , Lagrange-
Ableitung\ invariant:

da a ) @
—— — = m& m!% 2mlgy= —
dt@ @& a @
da a ) @
——— — = my m!y+2m! x= —
it @ 0 7 @
da @
_ = - = mz= -
dt@ @ @
Hier ist
I =(0;0;') & (Richtung der Drehadse,vgl. 11.8)
meE= 2ml. e mL (L H+EM
Bezuglich r; r sind die Bewegungsgleioungen aber nicht gleich. mx = % gilt

nur im Inertialsystem. L wie auch T und V sind nicht forminvariant.
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IvV.4.C Ko ordinaten transformation der kinetisc hen Ener-
gie

Naterliche Form:
L=T V in kartesishien Koordinaten,dannL ! [

Ausgangspunktist hier alsodie ,naterliche Form\ fur T (beracksichtigt im All-
gemeinennicht die Zwangshkedingungen)

1 X
T=3 m; v2

(kartesishe Koordinaten/Inertialsystem)

Setzer; = Li(g;t), wobeig fo; 06,0, 1= 12,0015 N

11X X @ @ Xa,,ae
)77z ™ @%"e a@t'e
T=agh+ bGha+ ¢ (Ghaa (IV.19)
X 2
a = 1 m; @ (Konstante, vgl. IV.3, Beispielc))
2 @
_ X Q@ @ o
b = imI @@ : =12:::fm
_ X @@ __. . . _qo....
c = > m; @@ =c ; o= L2 0, (IV.20)

AllgemeinsteForm feir holonomeSystemehier kennenZwangshkedingungerbereick-
sichtigt sein. Sind die Gleichungen zwisden g und r; zeitunabhangig (sklero-
nom), gilt
a 0 @,
da —
b 0 @ q fest

c =c (q) (Tensor)

=0 (Byv!)

AV4
N\

) |T= c (9aa | (homogenequadratisthe Funktion) (IvV.21)
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IV.4.D Ko ordinaten transformation des Potenzials

)
r = Li(q;p _ o
co= W= TN 8g 4 @onah (1V.7) vi = vi(a;a;:1

< I

Sei

V=V :t);vi(g.a;t) (gestwindigkeitsabhangig)

V= V(g Gst)

d@ _dr d

yd@ _dr de
d@ dg da@
in Lagrange-Gleibung:
4 @ a - Q
at @ @
(IV.22)
o gei ®

GeneralisierteKraft bei gestiwindigkeitsabhangigem Potenzial

Beispiel:

Minimalk opplung der Elektrodynamik (kartesisdie Koordinaten), vgl. (1V.15):

V(rrt) = e (r;t) EA(L;UL

@ d

) @ = F= @

(kartesisdie Koordinaten)

PR

@ @ eX @\

@, @ ¢ "@

k=1
da _ ed,  eX* @ @\
i@ ~ o’ o “e’ @
_ L@ 1@ ¥ e @
)FJ e@J C@ Cr:lrJS @J @k}
Z
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= rotA .Magnetisthes Feld
= %% . Elektrisches Feld\

Im |
|
Q

) |[E=e E+ %(y B) (IV.23)

Die Lorentz-Kraft verletzt trotz Gestwindigkeits-Abhangigkeit nicht die Ener-
gieerhaltung (, Watt-lose Kraft)

IV.4A.E Reibung: Rayleigh'sc he Dissipationsfunktion

\Y V(a)

R:dgzx ggq-}-_@pg
@ @L@Iél_ @ @
g.

@

}

dt
@X
@

R = — (IV.24)

Seizum Beispiel (nicht notwendig):

1X
D= > a gq>0 (Iv.25)

a = aX (aus statistischer Physik)
) R = a g Reibungskraft

Lagrangell:

@_ @ _
@ - R (IV.26)

2o
@

Reibungskmfte verletzendie Energieerhaltung,im Gegensatzzur Lorentz-Kraft:

dE _ d _ _ @
i a(Ekm+v)_ @<O (val. 11.4)

@ dt @

¢
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Arbeit gegendie Reibung: X
daw = R dqg

dw X X
W: Rqg = a qq =2p

Rekonstruktion von p:

Ansatz: Reibungskraft (in kartesistien Koordinaten):

Vi
JVij

Transformation auf generalisierteKoordinaten (1V.2.C):

R; = h(jv)) i=12:::;N

..V @
R = hi Vi _—I—I
- (J‘J)inj@l
Nadc IV.2.C:
@ . @
@ @
Q@; 1@vyv) _ 1@Qvij® _ . Qv .
vi— = ——=%= =" = jyj—= (implizite Ableitun
Vi@ > @ 2 @ J_J@_L(p 9)
X Qy|
R = hi(jvij) —=
) ~ (J_J)@L
Hilfsformel: F (y) Stammfunktion zu f (y): ?1_5 =f
Za(x)
f(ydy = F(a(x)) F(0)
0
gza(X)f( )dy = gF(a(x))—f(a(x))d—a (implizite Ableitung)
dx Y = ax - dx P g
a! jvj: Funktion vonq ;q ;t
Z . .
@ ™M a0 . @V
= hi(jviidivii® = hi(jvi)—=—
) @ . (ivii)djv (i) g
Z . .
@X “wi o @
R = — hi (jvij)djy; —
) @ . (vii9djvj @ "
XLy

D . h(jvij)djv;j°

i=1
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Beispiel:
Vi z v . .0 .o 2\ 1
Ry = == ) b divi"= jyj= (v)2
Vil 0
) h = = const

Gleitreibung (ges@windigkeitsunabhangig), in kartesisdqien Koordinaten.

IV.5 Symmetrien und Erhaltungsgr e en

IV.5.A  Erhaltungsgr e en
Def. Kanonisc her Impuls

.konjugierter Impuls\ , verallgemeinerterimpuls

@, .
o= =152 (IV.27)

@
Fur gestwindigkeitsunabhangige Potenzialeist der konjugierte Impuls stets der
kinematische Impuls (in kartesisdqien Koordinaten mr). Andernfalls, z.B.:

L = Imr2 e + SAr 4= X
2 - c ¢ = Lichtgesdwindigkeit (SI-Einheiten: ohnec)
_ Q@ _ e
p = @ mr_+ EA
mr. = p EA (.kinematischer Impuls\ )

Def. Zyklisc he Ko ordinaten

, @
WZyklischh , — =10
L @
Lagrange-Gleibung:
d@ _d__
) dt@ atP 0

) Die dazu gehorendenkanonistien Impulse sind dann Erhaltungsgre en.
Behauptung: Ein Systemvon f,, Freiheitsgradenhat 2f ,, unabhangige Erhal-
tungsgm en:

) G = g(CiiinCopst)
qQ = il G )

|
Q
~~
&
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Umkehrung:
Ck = GO 5Oy sl G s b)
Im Allgemeinensind dieseFunktionen aber erst nach dem Lesender Bewegungs-

gleichungenbekannt (d.h. sie,nutzen nichts\ ). Unter speziellenBedingungenhilft
hier das Noether-Theorem.

IV.5.B No ether-Theorem

Wir betrachten ein autonomesLagrange-System

%= 0, L=L(gad; 9=fa,®x g9

und eine einparametrige Sthar von Koordinatentransformationen (passiv inter-
pretiert):

Q =Q(agt=qg+ (gt)+0(?
sodass

d
Q (0;gt)=q; di =
=0
Diesist eine Punkttransformation. q seiLesungder Lagrange-Gleibung (wahre
Bahn). Gema V.4 gilt dann fur alle

d @ _ @,

@ @
wobei aber
C C(Q;Q)=C(;9q9 6 L (imAlgemeinen)
CO;qa = L(ga
Satz von Emmy No ether (1882-1935)

Gilt unter den obigenBedingungenspeziell (fur jeweils festes )

C(;qq=C0Oqgq+ %M(;q;t)

(.Invarianz der Lagrange-kinktion\ bei Koordinatentransformationen), soist

X @ dQ dM
I (0 d) = B @ d ., d . (IV.28)

eine Erhaltungsgre e (Integral der Bewegung, Di erenzialgleichung erster Ord-
nung)
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Beweis:
C C(Q(; 1), Q(; 1) "
c  _ X @dQ L @dQ N .
9 = ) @ d + @ (nur implizite -Ableitung)
" ! #
Lagrarge Gl: X E @: dQ + @:EdQ
. dt @I d @ dt d
dX @ do
dt L, @ d
WegenVorraussetzungst andererseits
M=) tE
dt
dCc _ dd nur expliziie ~ Abh: dd . ) — EE . .
d_ - d_aM | - d_aM(yq(t)lt) - dtd M(iq(t)it)
o !
) @ d(? . = const
=1 @_
Far ! O
c! L
Q ! a;
Q ! g (nichtddi! d‘%(z 0))

folgt die Behauptung.

IV.5.C Anwendungen

Das Noether-Theorembesagt,dassmit jeder einparametrigenSymmetrie-Trans-
formation eine Erhaltungsgre e verknepft ist. Das fundamertale Anwendungs-
beispiel ist die Galilei-Invarianz fur freie Systeme.Bisher wurden sie bewiesen
eiber Bilanzgleichungen (nach Newton, 11.4). Hier nun eine neue Interpretation

dessdon bekannten Sadwerhalts.

(FolgendeBeispielein kartesisdqien Koordinaten)

X 0
= @ % dﬂ (IV.29)

I
i=1 @L d =0 d =0
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0 (Wahl)

dm
e E(;r5r) COr;r)
dr;
4, -
Medanisdes System(Lagrange):
1X 1X . .
L=3 myr? 5 Viln 5
i i
i. Translation (Homogenit at des Raumes)
passiwe Interpretation
dm
= n+e ) CGnn=CLOnN) 5 =0) M
d o —
= d—L =e; 1=12:::;N (Einheitsvektor)
=0
p = %—mr (verallgemeinerterimpuls=kinematischer Impuls)
) 1= X _ X C_ b= const X-Komponerte
- P& - P = Flotix desGesantimpulses

ii. Rotation (Isotropie des Raumes)
passiwe Interpretation
L?: _()r;
in Modell:
CCirisr)=Cc@r;n) ) M0
Speziell Drehung um z-Achse:

0 _ 1
Cos sin O

() = @ sin cos 0A

0 0 1
- d 0 d i ;
L = gl = glxicos +ysing xisin +yicos;z] -
=0
= (v x;0)=1; &
@ _
@ B



126

KAPITEL IV. LAGRANGE-MECHANIK

X

i=1

X

p(r; &)= &(p r)= L,=const

i=1

iii. Spezielle Galilei-T ransformation

z-Komponerte
desDrehimpulses

Lio = r;+ vt v=const
K= onty
_ @,
i @__
dM 1 X 1 X
s r) r@=3 mer v 0 me
i i
1 X
= 5 Myt mi%gy
i 1
Intesratlon M( ) = é ZMMZt_'_ miLi!"’ const
i
X
MO -7 iy
d o i
X
) | = (Blt miLi)y: (Etott MB)M: const
i=1
X
Pt = P = constgema i.; Vv = const
=1
Il x
R = — mir; = Sdwerpunkt

Pt + const
MR = 0
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iv. Zeittranslation (Homogenit at der Zeit)

iv.a) Als Transformation aus dem No ether-Theorem

Xt = r,(t+ b) (Zeitabhangigkeit nur wberr;)

_d, _ dy dt+b) d = Q@ _
i - d Li o - d(t+ b) d dt b— yib, @_L = Ei
dM ddM_gdﬂ_d_E_ dC d(t+ b)
dt = L0 E(O))ddt_dtd_d_d(t+b) d
d dMm dL
T
Intesration d_M - Lb
d
X
) |I = (RY; L)b= const
j=1
X X 1
) mv? L= émivi2+ V = E = const

i i
iv.o) De nition der Energie aus der Lagrange-F unktion (skleronom)
Gema IV.4.C:

X homogenequadratiste
T = c(aa; ¢ =c I(:unktign)eq
@ X
—_— = 2 C
aL a
X @
—q = 2T
) a
Damitistfar L = T U(q;t)
X a
E=T+V= —q L | Gesantenergie
L@

Anmerkungen(Flie bach): Bei rheonomenZwangskedingungenhat H nicht mehr
die Bedeutung Gesantenergie.
Kartesisde Koordinaten:
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Energieerhaltungssat4direkt):

€ X de ,e @ @, @
di &t a *a; @ a' o
=0 Lagrange
) dE _ @:O fur autonome Systeme
dt @ (zeitliche Translationsirnvarianz von L)

Beispiel: Harmonisc her Oszillator

Zeige:

C(x%x9 = L(xx) + %—'\f

unter der Symmetrietransformation

x! x°= x+ coslt

1 2
Cx%x%t) = C(;x;x;t) = %(x_ I sin! t)2 m?(x+ cos! t)?
_ m, !’m, v v —
= 2x_ > X CO;x;x)=1L

) m .
mx ! sin!t+ > 21 sin? !t

m! 2
I °mx cos! t - 2cod! t

dm df
= | in! I | 27
ai m! [xsin!t+ x! cos! t] + . v
M = m! xsinlt+ 2f(t)
Damit folgt
| = @ d(x + cos!t) dM
@ d o d 5
Q d(x+ cosl't) _ |
@ mx_ . = cos! t
ddﬂ = m! xsin! t + f (t)
0 M = m! xsin!t
d
) |I = m(xcos!'t+ ! xsin!lt)| invariant

(nicht universell, speziell fur den harmonisthen Oszillator, nicht intuitiv)
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V.6  Hamilton-Prinzip

Ziel: Herleitung der Euler'schen Gleichung aus einem Extremalprinzip (Integral-
prinzip, vgl. Fermat-Prinzip).

Motiv ation

Extremalprinzipien gehorenzu denwenigenKonzeptender Physik, die trotz velli-
gen Wandels der Interpretation Jahrhunderte mberdauert haben. Urspreinglich
wurde ihnen ein fast metaphysisder Hintergrund unterlegt; heute werdensolthe
Prinzipien als Kernstruktur einer durchertwickelten Theorie gesehen.
Hier handelt essich um das Prinzip der kleinsten Wirkung (Integralprinzip). Es
ist die pragnarteste und kompakteste Formulierung der Mecdhanik. Der Name
(nach Helmholtz, Planck) ist irrefehrend: Eigertlich ist esdasPrinzip deskleins-
ten Aufwandsbei gre ter Wirkung (Sommerfeld).
Seiein Systemde niert durch
L = L(q(t);q(t);t) (Lagrange-System)

Betrachte Bahn mit den Randbedingungen

q)=9d: q(t2)=q92 =12y
Def. -Sdar von Wegenmit gleichen Randbedingungen

g )=q(()+ (1) + O( ?) (t) : beliebigeFunktion (Variation)

(nicht als Koordinatentransformation interpretiert, aktiv), wobei

(t1) = (t2)=0
@ _ @ (t1; ) _ @ (t25 ) _
e W)@ “TTe 7°

g (t) wird dadurc in eine Schar von Vergleidhskurven eingelettet, die dieselken
Randbedingungenwie q (t) erfellen.

qa(t) (unbekannter “richtigeriWeq)
d.h. wir setzen die Lagrange-Gl. nicht voraus!
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Def. Wirkungsin tegral S

Z.,
S L (q(t); a(t); t)dt (IV.30)
Ztltz Zy,
S[q()] = S() = L(t )dt=  L(qt );gt; );t)dt Funktional!

t1 t1

Notation:

Seif = f(gqgt); a =q(t ).
Zeitableitung bei festemq; g:

@ _o
@ 4a @
Zeitableitung bei festem :
@ _d _,
@ = dt
) q = dqgt; ) (entlang einesWeges,wie ,bishet )
Also fur = 0:
at; )=alt)+ (t)=qft)fur I O
@ _ d@ - .
@ do (Reihenfolgevertausdbar; oben berutzt)

Hamilton-Prinzip

Behauptung: Feur Lagrange-Systeméolgenaus S = 0 die Lagrange-Gleibungen
zweiter Art.

Axiom 3'
(Axiom 3: Newton)

_ 980

S: a

g4
= L@)dt=0 (V.31

t1

S = 0O st die notwendigeBedingungfer Extremalitat von S[q] (S ist minimal,
hinreichend zweite Ableitung > 0).
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Beweis:
Z,, a
S = @dt: 0 (da Grenzenunabhangigvon )
t1
@ _X ea@a.,ea
@ @ @ @@
Betrachte zweiten Term:
@@ _@d@
@ @ @da@
Nun ist
d @@ _ d@ @ 6 @ d@
T @ e = da @ + @ d @ (Produktregel)
y@ _ % @ da a,daea
@ @ d@ @ d @ @
o8 Xt e da a,
d t, @ d@ @
X “td a@ . . .
+ . it @@ vollstandigesDi erenzial
da & = 0furt=ty;t,:
ea@” _
. @ @
X7t e de @y .
t1 | @ {Zdt @L} @
q—'—:V ariationsabl :=Lagrange Abl:
Da % = (t) beliebig (Funktionenraum):
da@a @ _ e,
a@ @ - O, - 1, 2, ,fm

Gezeigt: Wenn wir vom ,richtigen\ Pfad abweichen, ist S nicht mehr extremal.

V.7  Erganzungen

IV.7.A  Zusammenfassung

1. Zwangshkedingungensind (zunadst) nicht als Kr afte, sondernnur als Ein-
sdrankung der Bewegungde niert.
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2. Holonome Bedingungenlassensicd explizit als Zwangskmfte formulieren
und in die Newton'sthen Bewegungsgleioungen einbauen (Lagrange Gl.
erster Art).

3. DasPrinzip der virtuellen Arbeit ist ein Di erenzialprinzip. Esbesagt,dass
die virtuelle Arbeit beziglich der physikalischen Krafte (und Tragheits-
krafte) vershwindet. Die Aussagelasst sich aud in generalisiertenKoor-
dinaten sdreiben.

4. Die b letzten angepassterKoordinaten erfullen die b Zwangskedingungen,
die 3N berstensind damit frei. ) d'Alembert-Prinzip ) f,, d'Alembert-
Gleichungen.

5. Sind die physikalischen Krafte Potenzialkrafte, lasst sich eine Lagrange-
Funktion L = T V de nieren. (Daraus folgen die Lagrange-Gleibungen
zweiter Art).

6. L ist nicht eindeutig: Eichtransformation.

7. Die Lagrange-Gleibungen zweiter Art sind invariant gegenKoordinaten-
transformationen (Punkttransformationen).

8. L sielt in unterschiedlichen Koordinaten unterschiedlich aus.T und V muss
allgemeinerdargestellt werdenals in kartesisdqien Koordinaten.

9. Reibungskefte lassensich eber Dissipationsfunktionen p = % in die
Lagrange-Gleibung einbauen.

10. Abstraktion lohnt sich: Symmetrie-Eigenskaft eines Systems:Lagrange-
Funktion ) Noether-Theorem.

11. Lagrangell ist aquivalert zum Hamilton-Prinzip (Integralprinzip).

IV.7.B  Struktur der Lagrange-Mec hanik
a) d'Alem bert-Prinzip

Z;: Zwangskraft; r;: virtuelle Verruckung

X
A® = Z

I 0 (Axiom 5)

N—r
—~
E
_1
M
-
_ﬂ
1
o
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b) Lagrange-Gleic hungen erster Art

mig, = F,+Z; i=12:N
f(ryinrgt) = 00 = 1L:;b Hyper achen
Xb
= rf : Parameter

c) Lagrange-Gleic hungen zweiter Art

AngepassteKoordinatenq ; = 1;:::;fm;

L d@ @ _ . _..,...

F a@ @ - O! - 1a 2, ,fm
Aquivalenz:

dMm
L=L+ — M=M
i (g t)

Punkttransformation:

Q = Q (;:::;G,,:1); =100

4 = 9(Qu:iQryst)
Ist g Lesungzur Lagrange-Gleibung zweiter Art mit TL = 0,dannist Q Lesung

L mi
ZUQ mit

d) Neother-Theorem

Q =g+ (gt)

Gilt fur jedes
d
C(Q;t)=C(;qq = C(0;q,0) + aM(;q;t);

wobei

CO;qq = L(ga);
soist
(g t) = ¥ e do M
' =1 @L d =0 d =0

eine Erhaltungsgre e.
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Kapitel V

Starrer Kerper und
Kreiseltheorie

Motiv ation:

1. Verbessertddealisierung.Massepunkteals Gegenstandder klassishen Me-
chanik) gibt esnicht. Allerdings: Kein ausgedehter Kerper ist unter allen
Bedingungenstarr; Starrheit im Prinzip in Widerspruch zur Relativit ats-
theorie.

Mehr Freiheitsgrade
Tednisd wichtig: Unwucht, Schi smotoren, Kreiselkompass

Uberrast©iende Phanomene(Nutation, Prazession)

o A 0N

\Nat erliches" Entstehenvon nichtlineare Bewegungsgleisungen(oft sdwie-
rig zu lesen)
V.1 Systemde nition

Mo dell:

N -Teilchen-Systemmit holonomenZwangskedingungen
jr  rj=const ; =12:::;N
Idealisierung:Kon ikt mit der Relativit atstheorieund elastisten Eigensthaften.

Berechnung von f,

b= Anzahl unabhangigerZwangskedingungen

135
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f.=3N-b

m

D WNBR|Z
O W EL O T

. 3
" 5
s 6
PAN 6

) |[fm=6 (V.1)

Inertialsystem K (=Lab orsystem)

S = Scwerpunkt
S

R() Lo
m,
r(t)

r®=R(@H+rs (1) (V.2)

0

X
= 1 mr (V.3)

€ K=Inertialsystem (Labor)

passiwe Interpretation:
X X X
r=rg= rs&= I'sj&sj

Ks = Koordinatensystem(translatorisch) Koordinatenursprung
K Q = kerperfestesKoordinatensystem im Sdwerpunkt S
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Beziehung zwischen Ks und K2

vgl. 1.8

(d£S1) ot :V—th' £S1

Richtung von! = Drehadse.Drehsinn:, Rette-Faust-Regél.

d momertane Winkelgesbwindigkeit

L a
= dt  von K2 beaiglich Ks (gemesserin Ks)
dr ar

— = —+1

dt dt -

d.h. fur jedes :

=1 rg | beaglichS (V.4)

Kinetisc he Energie:

Aufspaltung in Translations-und Rotationsteil beziglich S:

— 1X 2 _ 1X 2
T= > mr- = > m (R+rg)
X X
= MRS+ 2T mid+RD mrig (V)
| {z—} | —z—}
Trot =0
(wenn Bezugspunkt=Stwerpunkt)
rE = (L rg)’=1%% (Lrg)?
denn
a b=absin' ) (a b? = a1 cos')
= &l (ab)?
1X beziglich S
) [Ta=5 mL%E (Lrs) k (V.6)

(darstellungsunabt®ngig)
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Umform ung der Rotationsenergie (b ezeglich Schwerpunkt S)

In kartesistien Koordinaten:rg = frs 1;rs 2;rs 39 bzgl. Ks

n #
1 X - x3
Trot > M brg Pirs il «rs «
=1 i =1 k=1 #
1 X X 5 X
= 5 m Filwrs i Filkrs ils «
=1 ik =1 " | ik #
1 X3 X x3 ) '
= 5 il m rs; ik Tsilsk
k=1 =1 j=1
n 1 #
X x3 _
ik = m r% ik Tsifsk = i reell, symmetrishq (V.7)
=1 ]=1

Tragheitstensorbeziglich Ks und beliebiger (! kommt nicht vor) Achse durch
den Scdhwerpunkt (im Allgemeinendynamisdie Gre e, darg = rg (t)).
Explizit:

D (o)

g T
u=p M (§,+rg,) =
2=p m (r§;+r5,) . Tragheitsmomete O V.8)
33 = m (B 1+ 155" '
2= 2= m rs 1rs » etc. Deviationsmomere O

Damit folgt (beziglich S):

1 X 1
Trot = > Filw ik |§!{_!} (Skalar)
i: Z-
| w {Z } darst:unabh:

inKg

Die ertsprecdhendenFormeln gelten auch in den Koordinaten bzgl. K 2.

V.2 Darstellung von Vektoren und Tensoren

a) Basis-Elemen te

AV4

T ST ST S Il C I (V.9)

darst:unabh: Basisv; Komp onente
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Die Komponerte a wird beredqinet gema  Skalarprodukt
X
a b= ahi:
n
DyadisesProdukt (=T ensor):
(@ b = b, (kartesiste Iioordinaten) (V.10)
ahh aib aibs
) (@ b = @ aby ah, ahy A
ashy ashy ashs
Basistensoren(g  &); j; k= 1,23
9 0 1 0 1
e = (1,060 = 100 010
& = (050), ) (& e)=@000A (¢ )=@00 0A et
e = (0;0;1)° 00O 00O
Fuer die neun Basistensoreryilt:
(& &)= imjn (V.11)
Einheitstensor:
X
1= & §) (V.12)
j
A = (& §)A;
) ij (V.13)
Aj = eAg
Die Komponerte Aj wird beredinet gema doppeltem Skalarprodukt:
X
a é b= amAmn by

m;n

b) Transformationsv erhalten (passiv)

Basisvedisel (gleicher Vektor, gleicher Tensorwie vorher):
X
a = g.oa]o
X el.o eoA.Q
o =170
M|

1>
1
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Sei
5 X
§ = k&
k
x = Transformationsmatrix
_ :T =1 (orthogonal,:T transponiert)
X X 0 X
) a= KA = 8k
ko] k
_X a0 _ A _o| Transformation der
) &= J &= J_ Cad Vektorkomponerten (V.14)
X X .
A = Iik8  BA
kI
, X
= 8 &8AK
k;l
X X Transformation der
) Ak = iIAicj) k= (CnAY i (V.15)

y , Tensorlomponerten
M| M|

c) Transformationsv erhalten (aktiv)

g=_g=¢g_" ) _'€=¢g

Da nun

X X .

(Aa); = Aja = g Aj = g (A')i
j j j
= (aA")
gilt mit
€ & = & _&=_¢§ &'
= _(g &)_'
X X

N—r
[
[
o
Nlo)
I
I
o
Nly»)
I
i)
I
I
-
[VR
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) |A"= Ang &= _AT (V.16)
jik
A= _TA°
Aj = eAe =g _"A% g = A%’ = A? Komponerten konstart
Beispiel

- To

ag = 8" ‘e
0

i = ;9_:_90: iV
passiv

(Bezugswechsel)
Komponenten verschieden
bezigliche unde’

aktiv

("mitfahren”) zeitabhangig
Komponenten gleich
beziigliche undg’

Darstellung von _ bezeglic h K2 (kerp erfest)

€ zeitlich konstart (da kerperfest)

{z}

darst:unabh:

Hauptachsenransformation (beziglich K 2)

e} = e Eigerwertgleichung
g%,- = Eigerbasis=Hauptadsen
? = Eigerwerte

Eigenwerte °bestimmenaus
det ° %J=0

Lesungen:
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V.3 Drehimpuls Jg bezuglich Schwerpunkt S

X dr
s Mok g

= mis (L rs)l

Entwicklungssatz (fur zweifadhesVektorprodukt):

X
Jg = m [(rs )*L  (rs Drs ]

Weitere Umformung eber kartesisde Darstellung (K s)

" #
X X , X
Jgk = m rSi!k rsj!jrsk
i n J I#
X X X , '
= 'y om rsijk Tfsilsk
S = —{z }
X X 2
) Jsk = bjjx = Wl (da = ji)
k j
Jg=1 =_1 (V.17)
Js = Drehimpuls beazglich S
_ = Eigenstaft starrer Kerper (wie Masse)
I = Drehadse
im Allgemeinenist Jg nicht parallel zu! , _ nicht konstart.

Wann ist Jg parallel zu !'?

Seifur bestimmtes! = k.

5
1
Ka

) Eigenwertgleichung:

12+ ) def Y=0
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Eigenwerte=Haupttr agheitsmomete ) + k Hauptachsen(festin K2)) Jg k!
falls ! k einerder Haupttr agheitsabisene;
Mit Hilfe von J ¢ lasstsich nun sdreiben:

1 1
Tot = 5!_! :E!JS
(V.18)
o @
= @ =

Jg ist der ,konjugierte Impuls\ zu! (vgl. Kap. IV.5).

V.4 Berechnung von Tragheitsmomen ten

V.4.A Haupttr agheitsmomen te bezeglich Achse durch
Schwerpunkt S:

X 2 Koordinaten bzgl. K s oder K &

— 2
2= fxi{EV_S? (hier: Strich weglassen)

= 2 Apstand von Achse

Kontinuumslimes:
m ! dm(rg) Kkontinuierlich, rg beziglich Scwerpunkt

Massendibte:

d
n(rg) = TTEs)
) xdm(Ls) = Q(LS)dV
m % | ?(rg)n(rg)dV

7
Z

2= (XZ+y3)n(rg)dV | und zyklish
\Y

Speziell: n = const:
Z

M
7z = V (X% + yé)dv
\Y
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Beispiel: Vollzylinder

n = const Zylinderkoordinaten: x> + y?> = 2

A
T Z§Z:
C z-Achse=Figurenachse
><—%
E Achtung:
h N p=Abstand von Achse,
Vorsicht bei Kugelkoordinaten

dv =2 d dz (Zylindermantel)

Z Z Z
= IVIZ R?’d hdz—zwIh R?’d
“ V 0 0 V 0
2 MhR*
=y 4 V= R
1 1 1
ZZZEMRZ XX — yy:Z-MRZ"'1—2|\/|h2

Fer h = p§ist w = sMRZ+ IMR2= ;.

V.4.B Tragheitsmomen te bezeglic h beliebiger Achsen

In manchen Fallen wird eine Rotation um eine Achseerzwungendie nicht durch

S geh.




V.5. BEWEGUNGSGLEICHUNGEN 145

Dann ist das Tragheitsmomenh beziglich einer Achse parallel zur z-Achsedurch
A gegelen durch (Grundform)

X X
w = m (X3 +Ya)= m [(dk + Xs )?+ (dy + ys )?]
X X X X
= m(d+d)+ m (x5 +ys)+2 mxs +2dy mys
| —{z—} | —{z—1}
=0 =0
da
X

mirs = MR = Sdwerpunkt 0 in Ksg

Steiner'sc her Satz

~ S+ M(d2+ d2) und zyklisth

Qy S, Mdyd, und zyklisch

) Minimaleigenstaft desSdwerpunktes:j ,j ist far die Achsedurch S minimal.
) Tragheitsmomete zu parallelen Achsenhangenvoneinanderab.

V.5 Bewegungsgleic hungen

Schwerpunktsatz (b ezeglich K):

1 X

R = M mr

me = E =FE¥+ E
X X Tox
me = E&+ E
| —{z—}
=0 wegen F = F (actio=reactio)
) IMR = F® T EF> (V.19)
=7 = - - dt—tot .
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Drehimpulssatz (b ezeglich K):

X X
mr ¢ = r k
X
= r E¥+ r FE
X
J = mE r)
X
(Zi_% = m (r  # )= Linke Seite

Doppelsumme:
r, Ep+r, En=(y r,) E; (actio=reactio)

Annahme: Innere Kr afte sind Zertralkr afte ) Doppelsumme=0

X

t;: D= r F®' Drehmomen (V.20)

| o

)

o

Drehimpulssatz (b ezeglich Kg)

r = R+rg
P = R+1yg
Diesin
X X
mE ¢)= r E*™
unter Beaditung von
X X _
mrg =0 mes =0 ) gemistite Terme=0
X X
m(R R+rg rs)= (R E™+1g E™)

Nad dem Scwerpunktsatz sind die beidenerstenTermeredits und links gleich:

X X
) m (rs ks )= I's E
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d
qids = Ds (V.21)
Andererseits:
Js=_1 = _(H)L.(V)
d | L )
dtJS 2 +_! =Dg (in Ks) (V.22)

DieseGleichung ist leicht zu merken, aber sdhwer zu berutzen, au er fur —= 0.
Trick: Gehewber in K2, dort ist :O: const Darstellungsvedsel:

X 00 X 0 0
Js() = Jges(t) = I (t)eg; (1)
[ i
da
X
Jg = AU
j
d — X 0| 00 X 0 00 H 0
) als = i€t i'ies InKsg
ij B
e = 1% € (vgl 11.8), gilt nur fur kerperfestesBezugssystem

Die Gleichungenhaben versdiedeneGestaltin K s und K 2, obwohl sie,, abstrakt\
wber Vektoren formuliert sind. Die erste Form (V.21) gilt in Ks und K 2.

Euler'sc he Gleic hungen (Kreiselgleic hung)

) | gds= AL J8=Ds| (inKg) (v.23)

DaJ2 = _9°) nichtlinear bezuglich ! :

) L% (1)+ 1°=Dg
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Euler'sc he Gleic hungen in Hauptac hsenform:

0= 04 k=xvy;z(1,23)

) (L (W = AnY paAg
= (7 Y2 und zyklisch

z

010 0 0y 01 0 — 0

S (bbb py | (nKY 2
oD ( 5 é)i 00 — ng (kerperfestesHauptachsensystem) "
z°Z X y/* x*y Sz

Nichtlineare geloppelte Di erenzialgleichungenfur ! ,, !, ! , (momertane Achse
durch den Scwerpunkt). Das Drehmomern D ¢ bestimnt die Dynamik. Aber aus
Dg = Ofolgt nicht ! °= 0 (nur fur °= © Kugelkreisel).

Hinterher Rucktransformation in K bzw. K.

Geometrisbe Kugel: Alle Dreibeinein S sind Hauptadqsgn_.Es istimmer 9= ©
Diesgilt auch fur Werfel und sogarfer Zylinder, fallsh = ° 3R. Der Tragheitsten-

sor_= 0; hat dieseForm in jedem Koordinatensystem,sofernnur die Drehadse
durch S geh.
Denn esist
W _ TO
) _00 — _T = 1

Klassenvon Kreiseln:
Kugelkreisel:Alle ; sind gleich beziglich der Haupttr agheitsatisen.
Symmetriste Kreisel: Zwei Tragheitsmomete sind gleid.
Unsymmetrister Kreisel: Alle Tragheitsmomete sind versdieden.
Rotator: ;= ,; 3= 0 (eindimensional),nur zwei Gleichungen

Eine Symmetrieatiseist immer eine Haupttr agheitsatise.
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V.6 Anwendungsb eispiele

1. Rotation um feste Achse: Torsionsp endel
Wie bei rotierendem Bezugssysten(K ; K s; K Q)

&y

1=
4P

Wahle

Ks: fesyi€syi€s, KL g )
KQ: fel, €3, €, kes,g

Setze

Ruhelagg '=0

- 10
1,=1¢

1°9=(0;0;" 9 (* =Euler'scher Winkel, sieheunten)

Kreiselgleitwung:

)y 29=p2 k® © (Modell fur Ruckstell-Momert)

e+ k0= 0

Lesung:
) = :SOCOE( ot
o - K
o - 0
z

2. Rollender Zylinder

beziglich K s; K2 festeAchse

I=

)

149
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Kg . TI’Ot =
Ks: Tyans =

| @
z

0
z
MR2 (zusatzlich)

NIPNI-

Abrollb edingung(Verknepfung der Drehbewegungund der Translation):

RX = ! qQO
| 0 = ' 0: &
s B Ry
R = (Rx;0;0)
1 2 1 0 @ 1 g
T = SMRZ+ZA%=2 M+ % RZ=T(R)
2 2 2 Ro
| —{z—}
Me >M
Lagrange-Rinktion:
L = T(R)
d
4@ _ e g
dt @,
3. Kr aftefreie Kreisel
.freie Achsa
D = 0 ) Jg= const

a) . Kugelkreisel \

9= 9= 9 9 Hauptachsensystem

Euler-Gleichungen:

A9=p% =0 i=123

) !9 = const i=1;23

! o
ebensoJ? 9. = const beziglich K 2 (Hauptachsen)

) J¢ k L% (immer)
Symmetrieabisen=Hauptadisen= gjo:

1% €2, kes; oder andereHauptadhse
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b) Symmetrisc her Kreisel

z.B. Kinderkreisel

0—- O 0 0 0 — 0
1= 26 3 1 3~
€ = Figurenadse (Symmetrieadise)
Euler-Gleichungen:
01 0 00 —
A Bl
1!_2: 0!3!% =0
(9+ 92 =0
) |!3= const
0 0'39 0
10 = 319 (V.25)
1
0
10 — a 310
2 = 0o "1
1
qgo 2 o 0
) 9 = o $? mit §= —2
1 1
0 — @y 0
by = 0! 2
Ansatz:
19=19sin St ) 19=19%cos 3t 9
Wegen(V.25):
19cos Ot 9 = 99

S positiv per De nition, Vorzeihenobenfur % 9> 0;!9 =  Amplitude\ der
Winkelgesbwindigkeit

= 19sin 3t
19 cos Jt

Nor o

) 1 &+ 1F=12%= const

AVA
/\
2= 12=12412= const
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Drehimpuls beziglich Hauptachsensystem(K 2):

3= 00

JZ2= B %4+ 21 %= const

Damit folgt beziglich K s,K &:

2Tt = ! ! =73 =jJqjjiljcos = I cos ©
W = LI =
rCOI’]S Z=C0I’IS
Skalare invariant
2T,
) cos = —-=const>0 ) - _
195l 2 2
Js
gs;
W, (Figurenachse)
=Haupttragheitsachse=fest
in K¢
S
Entsprechend:
0 19
ls = Ji.Jcos tan = -2
73 T e g
const const
) cos = const
= + = const

Behauptung:J2;! % es, liegenin einer Ebene:
2 19,2 0 (Spatprodukt)

Beweis:

RO

0 0
'2 2!

0 — 1010 010 — 0 0
(ls I_(bS - ‘JSl! 2 ‘JSZ! 1~ 1! 1
— 0 0
=0 da ;= 3

I Mo

<

J2 und ! °bewegensich auf Kegelnum die Figurenadise, ¢ = —;ﬁ (d.h. beide

Vektorensind beziglich K2 nicht konstart). ! °besdreibt um €2, einenPolkegel
(sieheoben, Drehfrequenz ).
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Beschreibung bezuglich K

Jg = const

Wahleeg; k J 5. Alle Winkel sind invariant beziglich einer orthogonalenKoordi-
natentransformation.

J

N Alternative Darstellung
Spurkegel |

~._ W (Prézession) auf Einheitskugel uns:

Nutationskegel=Wanderungder Figurenatse,von au en sichtbar

Regulare Prazession=Bewgungvon ! mit konstarter Winkelgesbwindigkeit o
(nicht sogut sichtbar).

Js;!; €2, liegenin einer Ebene.

Wannist J2 k! °(Jg k!)?

Allgemein
39= 9oL
Setze
1= e
) Eigernwertgleichung:
= %

d.h. falls ! © parellel zu einer der Hauptragheitsatisen 2,; €2,; €2, ist, dann ist
auch J2 parallel zu ! ° (alle Kegel versdwinden).

) Die Anfangspmparation entscheidet (Annahme: kraftefrei).

Anwendung: Erde als symmetrisc her Kreisel

Figurenadise S-N (geometristie Pole)

K2, Erde:
¢ = 9< 9 (Rotationsellipsoid, abge acht)
0 0 0
1
— 1 3

2 2 300
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0 _ 13
0o - 0
1
2 2 0
0 — — 1
T = —8— T o 300Tage
[z} 14z}
1 Tag 300

Sichtbar von K (=Erde): Wanderungdes Scnitts der momertanen Drehacise
(=kinematischer Nordpol N ) auf der Erdober ade.

W’NKI\I ,
€s

Untersdheide:
Geometrisber Nordpol: N
Kinematischer Nordpol: Nk
Magnetisdier Nordpol: N,

Experimentell: T°= 433Tage= 1 Chandler'ste Periode.
! Opesdireibt einenKreis mit Radius 10m (, Praparation\ , Polkegel)

V.7 Euler'sc he Wink el und Lagrange-Gleic hung

V.7.A  Einleitung

Darstellungsvecsel K $ K (passiv)

AV4
N\

& = ik Esk
X T 0 X 0
€k = (L ki€ = ik €3
i i
(_"k = « (vertausde Zeilenund Spalten)
T

1 (orthogonale Transformation)
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_ = orthogonale Transformation in drei Dimensionen:3  3-Matrix, aber nur
3 = f, unabhangigeParameter. SpezielleParametrisierung: Euler-Winkel.

_=C() B(#) A() 3Basis-Operationen

Dareber hinaus sind f'; #; g angepassteKoordinaten, falls die Drehbewegung
nicht durch Zwangshkedingungeneingesbrankt ist.
Bisher vernadlassigt:

Au ere Krafte und Reibung
Au ere Potenzialkrafte: Funktion der angepassterKoordinaten'; #;
Ziel: Lagrange-Rinktion
LRRS 'S##E o S0)=T V(G # )

6 Koordinaten, 6 Gesdwindigkeiten

V.7.B  Transformationsmatrix  _(; # )

Positive Winkel gegenden Urzeigersinn(,, Rette-Faust-Regél).

1. Dreh ung: De nition von '

0 ) 1
cos' sin 0
AC)=@ sin' cos O0A (V.26)
0 0 1

fesy; €sy9 = Aquatorialebenedes SystemsK g
Orthogonal: AAT = 1 etc.
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2. Dreh ung: De nition von #

@)

§52>

es(lj__es(Z)
0
1 0 0
B(#) = @0 cos# sin# A (V.27)
0 sin# cos#

Drehungum , Knotenlinie K n\ =Schnittlinie derbeidenAquatorebenenf e, ; €s,9
und f €2, ; €3, g (sieheunten)

3. Dreh ung: De nition von

e ze,

0
cos sin O
C()=@ sin cos O0A (V.28)
0 0 1

f €3 €2,9 = Aquatorialebenevon K2

Hinter einanderausgetihrt (Drehungennicht kommutativ)

0 _=CBA (v.29)
cos coS cos#sin' sin cos sin' + cos#cos sin sin  sin#
=@ sin cos cos#sin' cos sin sin' + cos#cos cos cos sin# A
sin# sin' sin# cos' cosH#
0 X
€5 = ik Esk

k
Euler-Winkel: Vermitteln Drehung von eg, nach €2;.
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V.7.C  Vektor der Wink elgeschwindigk eit

Rotation: Anderung der Euler-Winkel pro Zeit
Def.:

L=l o+l,+1

wobei

= 'eg, Drehung um eg,-Achse(Ks)
s = #e(szi Drehung um Knotenlinie K n (K s=K2)
= €2, Drehung um Figurenathisee?, (K2)

Forme um beziglich Einheitsvektoren von K 2:
X

0 —
Ei = ik Esk
- 0 — 0 0 0
§Sz - iz§5i - xz§3x + yz§5y+ zz§52
i
= sin#sin €, + sin#cos €}, + costel,

X
& = Cic €5)

2 _ 0 — 0 0 0
§Sx - Cix §Si - Cxx ng + ny@sy + sz@sZ

= cos € sin €

Summiereund ordne:

— 100 0,0 0,0
!__ !x§Sx+ !y§Sy+ !Z§Sz

12 = '_sin#sin + #cos
19 = '_sin#cos  #sin in K2 (V.30)
19 = ' cos#t+ —

j192="2+#4+ 2+ 2 _cost

V.7.D0 Lagrange-F unktion in Euler-Wink eln

L =T V
V = V( # ) (Modell)
i3 = }!—0:0!—0:% |{§ I #  (Hauptachsenformbzgl. K 2)

Skalar I const
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L(; #

PR
L |

# 9

1 . .
+=7( #sin +'_sin#cos )’

1 . .
é#S(_cos + ' _sin#sin )?

+§*§( _+'_cos#)® V(5 # )
Lagrange-Gleibungen:
a)
%% % = % = D,| Drehmomen beziglich eg, (Ks)
I=0
b)
aa a_ @& _, Drehmomer beziglich e2)
dt@ @ @ “" (Knotenlinie Ks/KQ)
c)
da a@ _ @ _ .o 0 0
g @- @ D?| Drehmomen beziglich €2, (K2J)
Explizit:
%_ = o+ _cos#)= A9
a _ “Sf#_cos + ' sin#sin N #sin + sin#cos?
@ e {2
* X y
+2( #sin + ' sin#cos #cos ' sin#sin
= (0 Do
Lagrange-Gleibung:
~0; 0

zZ

~0 ~0\| 01 0 — 0
(x y)!x!y_Dz
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(V.31)

(V.32)

(V.33)

(V.34)

(V.35)

Identisch mit der Euler-Gleichung (V.24) fur die z-Komponerte (K 2), wie zu er-

warten.

Insgesanh stimmen aber die Lagrange-Gleibungenin Euler-Winkeln nicht mit
den Euler-Gleichungen eberein: Dort beziehensich alle Komponerten auf das

kerperfeste Koordinatensystem.Die Lagrange-Gleibungen dagegensind in ge-
misdter Darstellung.
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V.8 Schwerer symmetrisc her Kreisel

Koordinatensysteme:

KerperfestesSystemK g f el ; €d,; €}, = Figurenahsey (Hauptachsensys-
tem beziglich festemDrehpunkt O 6 S)

RaumfestesSystemK ¢ f eq,; €5,; €5,9; beideKoordinaten-Nullpunkte stim-
men eiberein und sind identisch mit dem Drehpunkt O.

Tragheitstensorbeziglich S:

Tragheitstensorbeziglich O:

= v = T+ MI* (Steiner)
2 = 2 (&,-Achsegeht durch S)
Potenzial:
V (#) = Mgl cos# (V.36)
T = %S[(#_cos + ' sin#sin )2+ ( #sin +'_sin#cos )?]
+% 9 —+'_cos#)
Fassezusammen:

1 . 1
L# 'Lt I= > S#2 + ' %sin’#) + > 9 —+'_cos#)®> Mgl cos#|(V.37)

Invarianzen
@ _ @._ @._
a) @—O b) @ 0 C) @ 0
) drei Erhaltungsgre en
a)
% = O siP#+ O(_+'_cos#)cost
@ _ d@ _ @ _
@ 0 ) a@__0 ) @_—const—Jz
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J, = (OsiP#+ Ocog#) + Jcos# —_= const
b)
%_: 9 —+"'_cos#) %:O ) %%_ 0
%_ = const= J?
J2= 9_+ Ocos#t'_ = const

c) Wegen& = 0ist & = 0 (vgl. IV.5) E = T+ V = const

0 0
E = EX(#_Z + ' 2sin’#) + EZ( —+'_cos#)? + Mgl cos# = const

Aus (V.39):
0 =32 DOcost'_
oder

JOZ
1 2 —
(—+'_cos#) = é

(V.41) in (V.38) (#6 O:#6 ):

(V.38)

(V.39)

(V.40)

(V.41)

(V.42)

cos# J?  2cod#' + (Qcos#+ UsimH)_ = I,
J, Jlcos#
1 # - zZ
) 0'sin® #
0 2
2si# = S @JZ.CZOS#)
Zsin” #
(V.42) und (V.43) in (V.40):
0 (J, J2cos#)? I
E@##) = 2#2+ 2 2 + ~Z+ Mgl cos#
@8 = 5 20si?# 20 9
JOZ
E+ % +Mgl =const ) E= const
(2 fz—)

=const wegen (V :39)

Def.:

0
E = EX#‘2+ Ue (#)
(J; JPcos#)?

Ue (#) = 2 Osir? #

Mgl(1 cos#)

(V.43)

(V.44)
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-(1-cos))

1
oT P sind
5
| 1L
-2 monoton 0 F}) >
%‘31#—)2 . Polstellen# = O;# = . Fur O ist Mgl(1 cos#) O,
monoton.

FallsJ, 6 J2: U, (#! 0; )! 1 (nicht erreichbar), dazwishen Minimum.
Uu(J)

E J,,J,: Umkehrpunkte

(P irregulare Prazession)

N
-, I,p"

Minimum fiir voigegebenes,J,” (fur J=0)
® regulare Prazessigha const

J, = J2: # = 0 stehenderKreisel

J,= J0:#= hangenderKreisel (Aufhangepunktfest)

Anmerkungen
Das Problem ware sdwierig zu lesenmit Hilfe der Euler'schen Kreisel-
Gleichungen:
{ Das Drehmomen Dy, = % ist weder beziglich Ks noch K2 vor-
gegelen.
{ Erhaltungsgre en J, und J? (ebenfalls vershiedeneKoordinatensys-
teme)

—= Winkelgesbwindigkeit, mit der sich der Kerper um die Figurenadse
€2 dreht=, eigenliche Kreisel-Rotatior\ , hier dominierend.

'_= Winkelgesbwindigkeit, mit der sich die Figurenahse€? um J,e, (fest
in Ks) dreht (! Nutationskegel),'  —

# = ,Nick-Bewegungd (Torkeln, keine Drehung): Bewegung des Winkels
zwisden raumfester J,e,-Achse und kerperfester 2-Achse=Figurenahse
(in Kap. V.6 #= ), # O nungswinkel desNutationskegels
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Bew egungstyp en des schweren symmetrisc hen Kreisels

a) ,FesteRotation\

#£ = 0, '"(#H=const O (#')= J

nolND

In K2:

= _ 1%¢e2, (Figurenatse)

b) Regulare Nutation (  Prazession)

# = 0 '"(#) = consté 0
oy 30 Ycos#'_ B
#') = 5 = const= a

z

c) Irregulare Nutation (  Prazession)

# 6 0 (Nutationskegelzeitabhangig)
' (#) 6 const
((#;') 6 const

Regul are Pr azession

#=0 ) #=#,=#,= const (\3:43) ' = const

Kegel mit © n ungswinlkel #
(vgl. Fig. furE)

Nutation:
Bewegung vore,,

bzgl.e,, (KJ

Im kraftefreien Fall gibt esnur regulare Prazession(U = 0, vgl. Kap. V.6, vier
Erhaltungsgm en E;Jg)
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Irregul are Prazession

Darstellung beziglich Ko (Inertialsystem)
#6 0, ' 6 const (V.43)

Bewegungder Figurenadise auf der Einheitskugel (Durchsto punkt): Nutation
(Betrachtung von au en (Ko))

. (J-Richtun
Figurenachse,, (~w’) & 9

geometrischer
NordpolN

Bahn des DurchstoRR- %
punktesJt O

AnwendungErde (kein fester Aufhangepunkt): Die #-Bewegungist eine Torkelbe-
wegungvon N . Die ' -Bewegungist wie die Prazessiorvon! . Die Erde erntspricht
einemsymmetrisdien Kreisel. Das gesante angevendeteDrehmomert (durch die
Mitglieder desSonnensystemsist zeitlich aber nicht konstart. Die Nutation en-
spricht etwa dem Fall b). Die #-Periode betragt T = 26000Jahre. (Kap. V.6: Das
KoordinatensystemK s ist das System,in dem J = const gilt; hier ist J nicht
konstart, da das Drehmomern 6 O ist.)

V.9 Stehauf-Kreisel
V.9.A Mo dell

Symmetrisher Kreisel mit Gleitreibung
Links reale Form, rechts Ersatzmadell (Schwerpunkt S 6 Zertrum Z)

Anfangszustand:

&, Figurenachse
q=0 <Tsj &' (Haupttragheitsachse)
Endzustand: inJ=Hebelarm bzglj -Achse

o

N Reibungskraftanteil
A ~ Papierebene
Hebelarm bzgly -Achse
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Der Aufpunkt A ist im Allgemeinennicht fest.
Phanomenologisiee Gleitreibung, beziglich der Bewegungvon A, wobei S raum-
festist (S-Bewegungston weggeampft):

Drehmomen = Hebelarm Reibungskraft

Komponerten:
D. = Hebelarmbzgl' Reibungskraftarieil,
D = Hebelarmbzgl  Reibungskraftarteil,
) D sin# _
D  sin#

Lineare Gestwindigkeiten (Schwerpunkt seikonstart beziglich Au age ade).
Bei Rotation um Scwerpunkt (Schwerpunkt fest) ist die Gleitreibungskraft v
(phanomenologisces Modell)

Gestwindigkeit von A auf der Ebene:

V= (v +V)e, + Vg

vV = _sin#
v. ='  sin#
vy = #(1  cos#) in Ebenefes,;€2,9

?f es,; €8,9-Ebene

V.9.B Lagrange-Gleic hungen

Q
= ‘]€: D + =
&

:J_g:D+

a
&

— @ — 0= 0
=g 0 far 2=79

Mit

S
I

) Js= 12 ) 1 =0

) J3 J9= const| Erhaltungsgre e
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Wichtiges Ergebnis: = const. Zwar nicht einfad zu verstehen,aber damit lasst
sich Stehauf-Kreiselqualitativ verstehen(sieheunten).

1 . 1
Tot = 3 S#2+ ' 2sif#) + = 9 —+'_cosH#)?
) Jz = ="' (JsinP#+ 2cos#)+ 2 _cosH#

J3 = —= J(—+'_cos#)

pleel®

Fer # = 0:
J3=Jd3= A—+")
Ohne Gleitenist v = (v4;v. + v ) = (0;0), d.h.

#=0, vw+v =0) —+ ''=0
Diesin T,o:
1 . 1
Tot = 5 O 2gin’# + é'_z(cos# )22
1
Tot = EFI_Z

F 2sin®#+ (cos#

Eliminiere '_: Dazu beadte

=J; JJ
J; = @—'_( Osin#t+ Ccod#)+ O _cos#
3= @ - A ; )
J9 = @ . 9(—+'_cos#)
@-
' Osim#+ Jcost ) ='F
2
Tt (#) =
I’Ot( ) 2F(#)

F(#):

F(0)
F()

1 )2 o< <1
(1 )*2>F(0)
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kontinuierliche Funktion

[ro (?zz_g < Tt (#=0) am Anfang (keine Barriere)

Inversion

(+Bedingung fur 2; ?
Interpretation: E,o erhoht ) T, kleiner) weniger Gleitreibung bei Sterung,
d.h. Zustand # = ist der stabilere.

V.10 Ergeanzungen

V.10.A Zusammenfassung

1. Modell: Ein starrer Kerper ist de niert mber holonomeZwangshkedingungen
einesN -Punkte-Systemsf,, = 6. Dies gilt auch fur den Kontinuumslimes.

2. Der Tragheitstensorliefert eine relative Struktur-Information. Er ist ein
symmetrisher Tensor.Beziglich momertaner Drehadse! (t) ist _(t), also
zeitabhangig.

3. Bilanzgleichungen: Sdwerpunktsatz, Drehimpulssatz. Der Drehimpulssatz
lasstsich umformenin Kreiselgleitwungen:drei nichtlineare geloppelte Be-
wegungsgleioungen fur ! °

4. Die Bewegungsypen ergelen sich aus den Kreiselgleidiungen (z.B. krafte-
frei) und der Symmetrie (Kugel-, symmetristier, unsymmetrisder Kreisel).

5. AngepassteKoordinaten: drei Euler-Winkel und drei Schwerpunktskoordi-
naten.

6. Lagrange-Rinktion beziglich Euler-Winkeln: Die Lagrange-Gleibungenbe-
ziehensich wederauf K 5 noch auf K 2, sondernauf die drei Drehadisenin
der De nition der Euler-Winkel (gemistite Darstellung). Die generalisier-
ten Krafte sind die Drehmomerte.

7. Bewegungsypen:

(a) Starre Achsen
(b) Kraftefrei, ! k Haupttr agheitsatise:ohne Prazession
(c) Kraftefrei,! beliebig: Regulre Prazessiorl = const

(d) Konstantes Kraftfeld: Prazessionund (wahre) Nutation ' = ' (#).
Irregulare Prazession#£6 0

(e) ZeitabhangigeKraftfelder: z.B. ,astronomistie Nutation\
(f) Mit Reibung: Stehauf-Kreisel,Stabilit atsfragen



Kapitel VI

Hamilton'sc he Mec hanik

Motiv ation

Als praktische Methodeist die Hamilton-Mechanik wenigergeeignetalsdie Lagrange-
Medhanik. Statt dessenist sie neitzlich

1. alsTransformationstheorig(zyklische Koordinaten, kanoniste Transforma-
tionen)

als Sterungstheorie(Naherungserfahren)
fur die statistische Mechanik (Liouville'sches Theorem)

als Ubergangzur Quantenmedanik (Poisson-Klammer! Kommutator)

o > w DN

wegenphysikalischer Deutung der Hamilton-Funktion: Gesantenergie (fer
zeitunabhangigeZwangskedingungen)

Wir bestiranken uns auf holonomeZwangskmfte. Ein Kennzeidien der Hamil-
ton'schen Medanik ist die symmetristcie Behandlungvon Ort und Impuls (me-
chanisder Zustand). Ort und Impuls sind kanonisd konjugiert.

VI.1 Legendre-T ransformation

Ziel:

Variablenvedsel ohne Informationsverlust, umkehrbar, erste Ableitungen inter-
pretierbar.

Def. Legendre-T ransformation

Seif (x) einedi erenzierbare Funktion. Die neueVariable

f
z(x) 3_)( (VI.1)

167
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heit ,konjugierte Gre e zu x\ . Es seiferner

d’f _ dz
o - dx 6 0. (VL.2)
) Es existiert eine eindeutige Umkehrung x = x(z). Aber f(x) $ f(x(2))
ware nicht notwendig eindeutig 1. Gesudit: Umkehrbarkeit beziglich Funktion,
nicht nur bezglich Variablen. Vermeide , Informationsverlust (Systemde niti-
on). Dies leistet die Legendre-Tansformation=Funktions-Transformation (vgl.
Fourier-Transformation):

Lf(x) = x% f(x)=x(2)z f(x(2)) = h(2)

heit Legendre-Tansformiertezuf (x) (In der Thermodynamik mit umgelehrtem
Vorzeiden de niert).

Eigenschaften:

1.
d dx Z(ﬂ‘{ dx
Eh(z) = x(z) + zE X 0z =X

(Konjugation x $ z bleibt erhalten)

__dh
Lh(z)—zE h(z)

LL f

zx xz + f(x(2) = f(x)
f

Lf (x) 6 f (x(2))

1Beispiel (Nolting): Betrachte die zwei Funktionen f (x), g(x):

Umk eéljlllfg OK

N

f(x) = x?2 ) z = 2X f(z) = £
gx) = (x+¢? ) Z = 2 (x+¢0 9z = =
) 9x) & f(x) aberf(z) = g(2)!
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Beispiel 1:
mx?2
f = —
x) = =
df d?f o
z = g—x— mx; W_meo .Z konjugiert zu x\
) x@ =
df z m z 2 Z7?
Lf—x& f(x)—az > m - om
Beispiel 2:
60) = S(x+ 0
dg
Z = —==mx+mc
dx
z
x(z) = -~ c
=z — ¢ izzz —7°> ¢z6 g(x(2))
| Mz} PRy 2
X g(x(2))
Mehrere Veranderliche f (Xq;X2;:::; Xm)
Sei
of
det 60
@@
Konjugierte:
@
Zx=—; k=12::::m
“7 @
DieseFunktionen zy = z:(X1; X2;:::; Xm) sind umkehrbar, also:
xn
Lf(Xe;:iiiXm) = zxk(2) T (x1(2);%x2(2); 110 Xm (2))
k=1
= h(z 2050005 2Zm)
@ _

169

(V1.3)

(V1.4)
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Hamilton-F unktion
Gegelen sei
L= L(h 0, i G, t)

.Kanonisder Impuls\ (konjugiert zu g):

L
pk=%=pk(g;g); det %L 60 ) &=a&(gp (VL.5)
Legendre-Tansformation beziglich a;:::; ¢,
H( i G s P i By 1) = LL(OS 20 G Gy i 00 G s £)
X V1.6
= k&g pt) Lo G (g PG, (9 P)it) (V1.6)
k=1

Eigenschaften:

i. H erzeugt kanonische Gleic hungen

?
>

e
%

@.| _ Xm pk@ 9 Xm [c} @k _ @ Laggmge E@Z Dyo
@ L B @ @G @ dt @
Pk
@ _ Ya Taea @_ @
@ L@ @e @ @

2f » Hamilton'sche kanonisdie Gleichungen (2f ,, Di erenzialgleichungen erster
Ordnung im Phasenraumder Dimension 2f ,,, q; p ,kanonis& konjugiert\ ):

2
|
|

op
0|29

k=1,2:::;fn (VL7)




VI.1. LEGENDRE-TRANSFORMATION 171

ii. Fur zeitunabh angige Zwangsbedingungen (holonom-skleronom) gilt

H=T+V=Equ (VI.8)
Beweis:
1 X
L = 2 mr? V(i)
| —={z—1}
nat: Form
@ -
@
X 1
H = m r? L=3 mr2+ V(r;:ry)
=1 =1
AN
= ﬁ+V(rl;:::;LN):T+V

Dagegengilt fur zeitabhangige Zwangstedingungen(rheonom-holonom):
Koordinaten-Transformation:

rr=r(gt)y L=T V,

wobei fer die verallgemeinertekinetische Energie (vgl. Kap. 1V.4) qilt:
X X

T(ggt) = algt)+ bg+ C qq
a X |
— = b+2 C
@ a p
q
Zx¢ |V
H = 2 C gqgq + bg L
X X

C qq algt)+Vv=T+V 2a bqg

H=T+V gilt nurfara=0b =0

Fallsa;b 6 0 hat H nicht die BedeutungT + V = E.
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iii. Def. Kanonisc he Systeme

Medanisdes System, dem man eine H-Funktion zuordnen kann derart, dass
diesedie Bewegungerzeugtgema denkanonistien Gleichungen.JedesLagrange-
Systemmit

@L

 aa

6 0 (V1.9)

ist kanonisd, d.h. LL = H erzeugtkanonistie Gleichungen. Umgelehrt ist ein
kanonisties SystemH mit

@H

* B

60 (V1.10)

ein Lagrange-Systemg.h. esgereigt auch den Lagrange-Gleibungenzu LH. Es
gibt Lagrange-Systemadlie nicht kanonisd sind (z.B. Maxwell-Feld, L (ty; & ; ¢; t)).

Beispiel: Geladenes Teilchen im elektromagnetisc hen Feld

vgl. Kap. IV.3
1 ., e
L(r;rst) = smrs e (r;t) + —rA(r;t)
2 (o
Q e .
= — = + -A k (h | I
p a mr_ A anonister Impuls
1 e
r = — —A
) L mE mc—
1 e 1 e 2 e e
H = L= = A — “A 4+ — —A
pL mE P c 2m P c © mc— p c

. . 1 e . 2 .
H(L!‘_)!t) = % B EA(L!t) +e (L!t) =T+V

L n SA(r; 1) ?: kinetische Energie, ausgedeckt durch kanonishen Impuls p

2m

Achtung: Einheitensystem,SI: ¢! e
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VI.2 Poisson-Klammer und Liouville'sc her Satz

VI.2.A  Observ ablendynamik

SeiF = F(g;p;t) .Obsenablé , Funktion auf dem Phasenraum.Dann gilt
dF rTE o @
[ = _qs + —QS + —
dt 1 Ok k=1 K @

@
Hamilt%n Gl: Xm @@ g

dF @
r fFHggp + a (VI.11)
Def. Poisson-Klammer
X FTd &G
F; - = —— —— = f F;G0p. VI.12
[E2% @e ea I M
Goldstein; Nolting Landau,Shedk

Flie bach; Kuypers
Eigensbaften:
1. Antisymmetrie fF;Gg= f G;Fg) fF;Fg=0
2. Linearitatf F+ G;Kg= fF;Kg+ fG;Kg

3. Jakobi-ldentitat fF;fG;Kgg+ fG;fK;Fgg+ fK;fF;Ggg= 0 (zyklische
Vertausdung)

4. Poisson-Klammer-Ausdruk erthalt als Spezialfall die kanonisten Glei-
chungen: $¢ = fg;Hg= % etc.

Fundamenale Poisson-Klammern:

fa;qg = O
fpspg = O (VI1.13)
faspg =

0 und p¢ heien ,kanonisd konjugierti (vgl. Quantenmedanik: Kommutator-
Relationen). Ferner gilt:

fF; a9
(VI1.14)

fF, ;g = +

oo
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Integrale der Bewegung (Erhaltungsgr e en)

F (g p) ist Erhaltungsgre e, falls

t

0

dF = %+ fF;Hg (VI.15)

Poisson-Theorem

Die Poisson-Klammeraus zwei Bewegungsittegralen u;v ist wieder ein Bewe-
gungsirtegral.
Beweis: Setzew = fu;vg

d @

aw = @W+ fw;Hg
d _ @ @ 1 mal vertauschen o
aW = @,V + u,@ fH;fu;vgg

Jakobi-ldentit at: fH;fu;vgg= f u;fv;Hgg fv;fH;ugg

%W = %;v + u;% + fu;fv;Hgg+ fv;fH;ugg
2 mal vertauschen @ @
= —+fuHgv + u—+fvH
@ J @ J
d, _ _dv .
) afu,vg = E’V + U @ . Produktregel gilt\

Fallsd = 0;% = 0) 4fu;vg= 0) Behauptung/

VI.2.B Liouville'sc her Satz

Mechanisder Zustand=Punkt im Phasenraum: = faou G, ;P50 Pry O,
vgl. Kap. 11.2.B, Kap. VI.1.
Ubergangzur statistischen Bestreibung

Ensemble

Betrachte eine gro e Anzahl identischer Systeme,d.h. solde mit gleicher H -
Funktion (gleichesModell). JedesSystem desEnsenbleswird im Phasenraum
f ;1= 1,:::;2f g reprasertiert als ein Punkt f ; g.
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B

X
Einzelsystem ' Ensemble

“Punkt-Schwarm”
Kontinuums-Neherung: ; ! ; (,Name=0Ort in Ausgangskn guration\)
Gro e Anzahl von Punkten ) besdirieben durch Phasenraumdibte ( ;t) mit
der Normierung a

Z
(itd® =1
V(i)
X2
iV(t)
Xy

Globale Erhaltungsgre e (Teilchenzahl), lokale Bilanzgleichung:

Dreidimensionaler Ortsraum:

Esqilt fur eineglobaleErhaltungsgre e A (in VolumenV (t); (V(t)) = Ober adce
vonV)

z
A = a(r;t)d®r = const
AR |
dA @ . . e
0=— = —d°r + avdf (ohne Beweis, v = Gestwindigkeit)
dt o @ v
Gau @ . ;. .Reynold'shes
S, @ *div(ay) dr Transport-Theorem (V1.16)
Da VolumenV beliebig, mussintegrand vershwinden::
j ,=Stromdic hte
@ . 2l o .
@ + div (av) = 0 Kontinuitatsgleidung (VI.17)
div(av) = vgrada+ adivv
X @
divv = @

- @
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Verallgemeinerung

KAPITEL VI.

auf Phasenraum (Dimension 2f,):

rt al
Vi = 4 =L 2y
vy = @@ X a
- i=1 @ i=1 @ i=1 @
X @H X @H
= — —— =0 ,inkompressile\
L@@ _ ao P
@
—+vgrad = 0
) @tV
(g = " @@ ee@ _Xo X e
’ L @ @an G R
)gf
= — 4+ = vgrad
o @ B
Poisson-Klammerfur (_;t):
(;_t = % +f; Hg= % + vgrad = 0| Liouville'scher Satz
d—t .Materielle Ableitung\ (substanziell), ,,mitschwimmend
) lokale Ableitung
vgrad konvektive Ableitung

Station are Dic hte:

Sei

H=H()=H({9

2eQe
9299

= (H) )

IISYNS)

HAMIL TON'SCHE MECHANIK

(V1.18)

(VI.19)
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X e@ oo

o= ge aa
_eX @ee ee _,
@-Ii @@I @I@
) 2 =0

Statistische Physik: \k anonisdie Phasenraumdibtte” (thermischesGleichgewidat,
T = Temperatur):

1 1
= = H ), =— Z=Z n mm
> exp( ); T ustandssumme

V1.3 Kanonisc he Transformationen

Die Wahl der verallgemeinertenKoordinaten und der kanonis¢ konjugierten Im-
pulseist nicht eindeutig. Dies kann man dazu ausreitzen, besonders\g einstige™
Koordinaten zu nden.

VI.3.A  Zyklisc he Ko ordinaten
Def. zyklisthe Koordinate:

Q

G, zyklisch ) @

=0 (V1.20)

(Nummerierung so gewahlt, dassdieseKoordinate geradedie Nummer f, hat.)

LL = H(m 0%, 1P P t)

=0 ) p, = ¢, = const

H! H(h G, PP, 1 fmit)| 2(Ffm  1)-dimensionalerPhasenraum

Die Koordinate ¢,, ist ,ignorierbah (klarer als der Begri , zyklisdh\).
Sind alle Koordinaten zyklisch,

H = H(pw::: P t);
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sosind die kanonisten Gleichungenelemetar lesbar:

pk = k=const k=1,2:::;fq
_ @™ _ .
Gk = — = V(t) unabhangigvon allen g
@k Pi= i
Zt
G(t) =  w@®dt+ ; k=120,
to

Motiv ation fur kanonische Transformation

Frage: Kann man die Koordinaten und Impulse so wahlen, dasseinige oder gar

alle Koordinaten zyklisch werden?

VI.3.B Ko ordinaten transformation im Phasenraum

Seiwieder
= q; =520, = Q; =152,
= P s =fm+ 1200 = P . =fn+1:::
Rme I Rme
= (15515 2,:t) dierenzierbar
.Phasenrauntransformation\ ; umkehrbar eindeutig?:
@
det — 60 VI.21
@ ( )
) = (i e t)
aygl. Punkttransformation in der Lagrange-Medanik, Kap. V.4
Schreib weise:
Mit Hilfe von
0 1
I 00 10
o 1 % 00 01 §
- Sfm  =fm - 9.
= 1T 0 zB.fn=2: 1 0 00
0 1 00
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lassensidch die kanonisdhen Gleichungen sdireiben als

X o
- = —; =522
@ m
F _ X @ @ X @& @F @ (V1.22)
— = —— + — = — — 4+ —
dt @ @ @ @ @
Wir wendenden Poisson-Klammer-Ausdruk auf  ( 1;:::; 2,,:t) an:
d . .
s f ;Hg+ % = _(q1;::5 2,:;t) (dainvertierbar)

Kanonisc he Transformation 2

Nicht jede Phasenrauntransformation ist kanonisd, aber alle Punkttransforma-
tionen. Notwendige Bedingung: Es exisiert ein H(_;t) derart, dass

X €l
-7 @
Hinreichend: Transformation !  derart, dassH fur jedes Ausgangsmadell H

existiert.

Theorem wber kanonische Transformationen

Eine Transformation ! ist dannkanonist, wennfer jedesPaar dynamisder
Variablen F; G gilt:

X @& & X T@& F @&

fF;Gg = = = = = (VI.23)
. @@ @ | @ @
Die Poisson-Klammerist invariant.
VI.3.C  Variationsprinzip  fur H-Funktion
Variablen f q; pg; f g; pg. Sei
¥m
Fapagt) = & Hpgt) (V1.24)
k=1

2Hamilton-Gleichungen bleiben invariant
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(formal wie Legendre-Tansformation, keinep-Abhangigkeit, formal Funktion von
4f ,, Koordinaten).
Dann ist
Z,,
Fdt=0

t1

aquivalert zu den 2f (!) Euler-Lagrange-Gleibungen

F _ d@&F @& 0
a d@ @ (Variationsableitung)
E _ da@ % -0 %P« unabhangig (V1.25)
Pk dt @ @
Setzenwir F ein, sofolgendarausdie kanonistien Gleichungen:
Cy
+ — =0
> @
@ G
+— = 0, da—
%7 o @
Die Funktion F ist { wie L { nicht eindeutig (vgl. V.3):
F = F+ dM
B dt (VI1.26)
M = M(p;qg;t) Funktion im 2f ,,-dimensionalenPhasenraum

F liefert die gleichen kanonisdien Bewegungsgleisungen. Dies folgt direkt aus
dem Variationsprinzip
Z,, q
GM= Mtz M(t)]= o

t1

Damit ist auch H nicht eindeutig.

VI.3.D  Konstruktion spezieller kanonischer Transforma-
tionen

Gegelenseiein beliebigesHamilton-SystemH (_;t). Betrachte einezeitabhangige
Transformation

= fp;qg! = fP;Qg| Transformationsgleibung

Ist dann die Aquivalenzlkedingungerfullt (vgl. Kap. IV.4, GI. (V1.26)):

dMm

F(;st)=F(, 50+ g0
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d.h.

Xr xr dM
g H@p=  PQe RQP+ - of (VI.27)

k=1 k=1

so gilt: Ist fp;qg Lesungzu H, dannist fP; Qg Lesungzu H. M (p; g;t) kann
beziglich der alten oder der neuenKoordinaten gegelen sein. ! ist dann
kanonisd (bezglich jeder H -Funktion).

Def. Erzeugende Funktion

M heit erzeugenddg-unktion, wenn M teilweise als Funktion der alten Koor-
dinaten f g; pg, teilweiseals Funktion der neuenf Q; Pg gegelen ist. Dies ergibt
grundsatzlich vier Meglichkeiten:

9
ml - mlggjgjg 2 jeweils Funktion im
M2 - Mz(gia 0 3 gesanten 2f ,,-dimensionalen (V1.28)
3 - S\E Phasenraum(alt/neu
Ms = My(pP;t) ( :

Wir betrachten hier nur die zwei erstenKlassen.

VI.3.E Klassen (zeitabh angiger) kanonischer Transforma-

tionen
1. Klasse
My = Mi(qg; Q;t) (V1.29)
) x pa H = X Py Qx« H+% ~Aquivalenx
k=1 k
o a (p %) T Qu (P + 1) |—~r+@é")1

e |8 o —
=0 =0
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Dadie g bzw. Q; unabhangigsind, messendie Koe zien ten von g und @ separat
verstwinden.

P @%;: pi(g Q;t)
) | P = —=P(gQt) (V1.30)

@ - =
g o= H+ 2

) Qx
) Pk

Q(p: g t)
P (g, Q(p; g t); 1)

) Umkehrfunktionen;in H; M:
H(P;Qit) = H(a(P; Q;1); p(P; Q;1);t) + %(Q(E; Q1) Qi)

Damit ist die Transformation eber M, vellstandig de niert.

Beispiel 1
¥m
Mi(Q) = g«
k=1
W @/ll — Q =
h= %m_ ' 7 Transformationsgleibungen
P, = Lo g > Vorzeithen wesetlich
@

Hierdurch wird die Rolle von Koordinaten und Impulsen vertausdit!

) H(Q;P) = H(q(P;Q);p(P;Q))
= H( P;Q)

Beispiel 2:
fm=1

M1(q; Q) = %m! f cotQ

p = %: m! gcotQ

_ @ _1m
b= @ 2sifQ
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Umkehrung
r—

q= ri—F:sinQ; p:pmcosQ

Dies lest sofort den harmonisden Oszillator:

. = p_z 1‘ I 208
H(p!q) - 2m + 2m q
H(P;Q) = !P(cofQ+ sinfQ)=1!P; Q zyklisth
@
P = —=0;, P= = const
) @
@i | |
= —=1; =1t+
Q @ Q
in den ursprenglichen Koordinaten:
r— r—

q(t) = ri—Fl)sinQ: ri—'sin(!t+ )

2. Klasse
M2 = Ma(q; p;t) (V1.31)
Betrachte M, als Legendre-Tansformation von M 1, wobei gelte
@1,
P; =
@
d.h.
X
M, LMy = My(gQit)+  QiP;
Xi
) Mi(g:Q;t) = Ma(gP;t) QiP;
d d X | X
) gMr = M2 | QP i QiR
Aquivalenzkedingung:
Xm X
pa H = P A+ O
k=1 k
X X X
I, @/|qu+ @/IZEk+ @ QP
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Ordne:
Xm X
q p %2 H= R —%E Q H+%2
k=l | —{z—} ko {z—}
=0 =0
@
po= &2 = p(gP;t)
) Q = @,_2 = Qi(qP;1) (V1.32)
- ! @2
H = H+ %5
) P« = Pu(pigt)
) Qi = Qi(gGP(pgt)t)
) Umkehrfunktionen) einsetzenin H; M.
Beispiel: Identisc he Abbildung
¥m
M2(g:P) =  gPi
i=1
@, @,
= — < = P, L= = ; H=H
VI.3.F  Hamilton-Jak obi-Gleic hung
=Bewegungsgleioung fur Erzeugende Sei
H(P;Q) const=0 (V1.33)
(nur meglich mit explizit zeitabhangiger Transformation)
9
Q«:g =0 ) Q = k:const§
) @éw alle zyklisch
P = — =0 P« = = const ;
—* @k ) k k
Unter der Transformationsklasse seidiesder Fall fer
i
S=My@ P ) p=2 (vl (V1.32):

@
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Hamilton-Jakobi-Gleichung:

B = |H(q; m—;m>—<0+@=0 (V1.34)

Nichtlineare (i.A. quadratisd in denlImpulsen %) partielle Di erenzialgleichung
erster Ordnung fer die ErzeugendeS. S hangt ab von f,, Koordinaten und der
Zeit t. Die Loesungmussalsof , + 1 freie Konstanten erthalten.

@= i( ;t) ) g=q(; ;t)] LesungausErzeugender (VI.35)

@
Vollstandigesintegral:

S = S(th;%:iGn: 15 2200 i) HA

X
is _ X @ &
dt G @
@ _ ds _ X _
a@ H )a— ipuq_ H=1L
) |S=  Ldt+A (V1.36)

Erzeugendaler gesubten Transformation:unbestimmes Wirkungsintegral, Stamm-
funktion zu L.

Speziell: Autonomes Hamilton-System

H=H(p;g ) %+ H(OI:%F 0

Ansatz:

S(g; ;t):=W(g ) ot Abseparationvon t

W : charakteristische Hamilton-Funktion

pi =

CIEINS)
0e

)= o o = E = Energie
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Beispiel: Harmonisc her Oszillator

— _ 1, 1 5 _@
H = T+V-2mp+2kq, p= @
a1 @v ’ ok,
"% T @ 277 ¢
) % = 2m 1 mkag?
Zr
S = pﬂ % Rdg ot
|
& rm r_ ! ‘
— . = _ i _ |2:_
@, o(d ort) t+ aresin oq , -
o o )= ZLosint(t+ o)

Hamilton-Jakobi ist nur netzlich fer separierbareProbleme.

VI.4  Allgemeine dynamisc he Systeme

Motivation: Blick eber die Grenzender analytischen Mechanik hinaus

VI.4.A Vollst andig integrable Systeme

1. f, medanishe Freiheitsgrade) 2f ,-dimensionaler Phasenraum. Die
Bahnim Phasenraumist kontrolliert durch die Hamilton'schen Gleichungen
(V1.22):

X

, H=H(Y

®Q

Lesung:

(1) = iz ( (0);1); (0) = Anfangsbedingung

Fluss

DimensiondesProblems:2f,, + 1 (_ und t)
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2. AutonomesHamilton-System:

H=H(); =0

@l
@
) Esexistieren2f ,, funktional unabhangigeErhaltungsgre en:
()= «((0) 2fy, Anfangskedingungen
Hamilton-Jakobi (vgl. Kap. VI.3.F):
c=f_: g

2f n-dimensionalerRaum, 2f ,, Invarianten ) fester Punkt beziglich ,gu-
ter\ Koordinaten, fP;Qg. Die ,ursprenglichenn Koordinaten p; q liegen
dadurch aber nicht fest (zeitabhangige Transformation aus P Q)

3. .Phasenraumprtrait\ :

fm Gleichungen:2f,, f,, = f,-dimensionaleHyper ade (,Torus )
f=1 ¢ f.=2:

q —
520
g=d(q) im 4-dimensionalen
vgl. Kap. 1.6 Phasenraum

4. Poincare'sther Wiederkehrsatz: Die Bewegung auf einem Torus ist quasi-
periodisch: Man kann stets eine Zeit o angelen derart, dassein System
einemAnfangspunkt (t = 0) beliebig nahe kommt.

Beispiel: SeparierbareProblem: N Radfahrerim Stadion (f, = N, , sepa-
rierter Torué)

2, OOO-C
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Wahrsdeinlichkeit, dassRadfahrer innerhalb ' um' = 0 anzutre en
ist (Winkelgenauigleit ' ):

w( 'j7=0)= 5 (.geometrisbe Wahrsdeinlichkeit\ )

Fur alle (unkorreliert):

Wie oft tritt diesein? Wann tritt dieswieder ein? Hau gk eit:

1 N .
- > =, T = mittlere Drehfrequenz

Anwendung:Sei— = 10 % T = 0;1s *:

N = 5 ) p = 10%s  3000Jahre
N = 10 ) , 10P's > Alter desUniversums

5. Integrable Systemesind zeitumkehrinvariant ) keinelrreversibilitat, keine
ausgezeienete Zeitrichtung, keine Transport-Theorie.

6. Alle autonomenintegrablen Systememit f, Freiheitsgradengehendurch
eineim Allgemeinennichtlineare Transformation ineinander eber. Sie sind
daher aquivalert zu f,, Pendeln(f, harmoniste Oszillatoren, falls unge-
bundene Bewegungenfehlen). Beweis: Poincare (separierbaresHamilton-
Jakobi-System).

Bespiele fur integrable Systeme

1. Alle Systememit f, = 1 und analytischer Lagrange-kinktion

2. FreiesZwei-Kerper-Problem

3. SpezielleProbleme:Ein-Teilchen, starrer Kerper

4

. Alle Systememit linearen Bewegungsgleioungen (lineare N -Teilchen-Sys-
teme)

5. Nichtlineare Systeme,welde in ungeloppelte f,, = 1-Systemeseparieren:
Solitonen
Anmerkung

Jedesendlich dimensionalenichtlineare Modell kann untransformiert werdenin
ein linearesmit unendlicher Dimension (vgl. Quantenmedanik?)

31 www.fags.org/fags /s ci/nonline ar-f aq
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VI.4.B  Ergodische Systeme

Ergodische Systemesind Systeme,bei denendie Gesantenergie E die einzige
Konstante der Bewegungist.

Anmerkung: Damit ist nicht gesagt,dasses solte Systemegibt. ) Hamilton-
Jakobi-Gleichungen nicht separierbar.

Energie-Flache F (E) im Phasenraum(2f,,, 1-dimensionaleHyper adce):

H(p;q) = E (beaglich allen Koordinaten)
KonsequenzZustand = fp;qg bleibt immer in F(E):
%= () 5 °2F(E)

) Abbildung von F auf sich selbst. Umkehrbar eindeutig: Automorphismus.
SeiObsenable A = A( ):

Zeitlic her Mittelw ert
Z

_ 1
A= lim 3 ACCO)t (V1.37)

W ahrscheinlic hkeitsdic hte ()

Z

w(R) = ()d?m ; d*m =dg dg,. dp; dp,; R F
R

w@O) = 0

wiF) = 1

In varian te Dic hte

() dN= () (V1.38)
Statistische Bestireibung:

Mikrok anonische Dic hte
Fur ergadische Systemeist die einzigeinvariante Dichte
()= o fur 2 F(E)

Normierung:
Z

0 demX: 1
F(E)
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Ensemble-Mittel:

PAi = A()d#m (V1.39)

Fur ergadische Systeme:
A = hAj (VI1.40)

(Zeitmittel=Sc harmittel)

VI.4.C  Misc hende Systeme

Gema (VI.38) und (VI1.40) darf dasZeitmittel nicht vom Anfangswert o abhangen.
Dies st bei ergadischen Systemennur dann garartiert, wenn zur Zeit t = to be-
reits eine Gleichgewidtsverteilung vorlag. Feur mischende Systemegilt:
z
lim AQ [ «Qld*™ = hAi
)= _

ti1 F(E
Beispielefur mischende Systeme:
1. JedesVielteilchensystemmit repulsiver Wedselwirkung(,, Harte-Kugel-Gas$ )

2. Vermutung: Klassisde Vielteilchensystememit repulsiver und attraktiv er
Wedhselwirkung bei gereigend hoher Energie und niedriger Dichte (noch
nicht bewiesen Anzeichen: Erfolg der Transporttheorie)

3. Sinai-Billard (freiesTeilchenauf Ebenemit elastist re ektierender Begren-

S O

ergodisch

- nicht ergonisch
+mischend

Das Konzept der Bahn ist auch klassist nicht allgemeinhaltbar (emp nd-
lich gegember Anfangshbedingungen).

VI.4.D  Bernoulli-Systeme

Wie ist esmeglich, trotz deterministischer Dynamik nur statistisches Verhalten
ZuU erzeugen?

Def.: Fur Bernoulli-Systemesind Makromessungerzu versdiedenenZeiten un-
korreliert (vgl. Roulette; Beispiel Baker-Trafo).

Hierarchie: Bernoulli! mischend! ergadisch
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VI.4.E  Diskrete dynamisc he Systeme

Bisher: t kontin uierlich:

(®)
) (t+dt)

t(_(0))
at( (1)

Diskretisierung:
= () (Abbildung)

—t+1

Zusammenhangliskrete/kontin uierliche Aspekte:

Poincar e-Abbildung (p oincar e section)

Globaler Stnitt: Hyperebeneh im Phasenraum:Betrachte Durchsto punkte

z.B. Kepler-Problem:

Schnitt periodisch

Beispiel fur ein diskretesdynamisdes System (Zustande= Punkte im Einheits-
Quadrat):

immer mehr, immer
diinnere Scheiben

1 2 3 n
Die Zahl der Zustandebleibt bei diesenAbbildungen naterlich erhalten. Letztes
Bild (far n! 1 ): wie \verdennte Farbe" (daher der Name\mischend").

Bak er-T ransformation

Xpe1 = (X,); n =t diskret
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Abbildung der Flache h = [x;y;0< x;y < 1] auf sich mit

2x;
x Liy+1)

NI

fur

=Nl

O0< x <
1
7 X <

Flachertreue Abbildung: ,Backen von Blatterteig\

VA VA
1 3 1

=
é;

Explizite Beschreibung der (diskreten Dynamik):

Mikrozustand: (x; y)

» X

B o1
Makrozustand (,, Grobbestireibung ): Ro; R;1 (d.h. Systemist in Ry oder R;)
Trick: Formulierung der Baker-Transformation im Binarsystem:

A
x<1 X = X 2 = OXyXoXz:::; Xi=0;1
=1
b3
y<1l: y= y2 = Oyiyysiii; ¥i=01
=1
z.B.,0.00=%,,00=1;:::
0< x< %: 0:0X,X3: ::
T<x<1: 0:1XoX3: e
3
2X = X 2 b= XyiXoXg i
=1
Falls 0 x<3% x! 2 WO Oxoxa -
Falls I x<1 x! 2 1 R
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y _ >4 2 1 O .
5= y = 0:0y1y2ys:::
=1
Falls 0 x<31 y! ¥ = 0:0y1Yoys::: 0
= 0:x i
Falls 3 x<1 x! Y+1 =0lyy,ys:: y 1Y1¥2Ys
Erster Sdhritt:
) © o XP= OXoXaXa it YO= OiXqY1YoYs:::
(X;y) = (0:XgXaXsz:::;0y1yays:::) in Ry,

(X Y) = (O:XoXsXg::i;0Xyr1y2::1) in Ry,
2(x;y) fO:x3x4x5 - :{'zo:xleyl - :g |_i?z|3

Mikro Makro

Da die Wahrsdeinlichkeit fur O oder 1 jeweils % und unkorreliert ist, fehrt
die makroslopistie Messungauf Ry oder R; mit der Wahrsdeinlichkeit %
(Messergebnisseu verstiedenenZeiten sind im Allgemeinenkorreliert, fer
Bernoulli-Systemeaber unkorreliert, vgl. Menzwurf).

Sensitivitat beziglich der Anfangshedingungen.Die Genauigleit bestimnt
denvorhersagbarerEntwicklungsbereid: x = 0:10110.::) R3;Ro;R1;R1;Ro:::.

Das Systemist mischend (sieheoben).

VI.5 Erganzungen

VI.5.A  Zusammenfassung

1. Die \nat mrlichen" Variablender Hamilton-Funktion H sind die generalisier-
ten Impulse und generalisiertenKoordinaten (Phasenraum).H erhalt man
ausder Lagrange-kinktion L durch Legendre-Tansformation.

2. H erzeugtdie sogenanten kanonisdien Gleichungen(=Bewegungsgleicun-
gen).

3. Die Dynamik einer allgemeinenObsenable (= Funktion auf dem Phasen-
raum) erhalt man eber die Poisson-Klammer.

4. Unter den Phasenraum-Tansformationengibt es speziell die sogenanten
kanonisdien Transformationen.Unter diesenbleibenalle Poisson-Klammern
invariant. (Konsequenz\Physik bleibt invariant”.)
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. SpezielleKlassenkanonisder Transformationenkann man durch Erzeugen-

de de nieren.

. Die Hamilton-Jakobi-Gleichung ist die Bewegungsgleioung fur eine Erzeu-

gende,welde alle Koordinaten zyklisch madt.

. Eine zyklisthe Koordinate ist eineKoordinate, von der die Lagrange-kinktion

(bzw. Hamilton-Funktion) nicht abhangt. Der zugeterige Impuls ist dann
konstart (triviale Lesung).



