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Kapitel I

Einf •uhrung

ZweigedesWissens:Beispiele(Genom-Projekt,
"
intelligente\ Verkehrssteuerung,

Kosmologie,Medizin: : :)

Bedeutung der klassischen Mec hanik als Theorie

� Beispiel f•ur einequantitativ e Theorie

� Abstrakte Modell-Struktur

� Geschichte (Begri�s-En twicklung, Konzepte,Personen)

� Extremalprinzip (urspr•unglich als
"
g•ottlic hes\ Prinzip gesehen)

Mec hanik als (klassisc he) System theorie

� Systemde�nition, -Beschreibung, -Parameter, -Struktur

� Zustandsraum,Zustandstransformation

� Dynamik (Zustands•anderungen)

� Observable (Eigenschaften)

� Einbettung (Beobachter, Information, Kontrolle)

Literatur

1. F. Kuypers:Klassische Mechanik

2. F. Scheck: Mechanik

3. W. Nolting: Grundkurs Theoretische Physik I/I I

4. W. Greiner: Klassische Mechanik I/I I
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Kapitel I I

Newton'sc he Mec hanik

•Ub ersicht

� Referenz,materielle Basis

{ Raum-Zeit, Ereignis, Inertialbasis

{ Galilei-Transformation (passiv)

� Zustandsraum

{ Mechanischer Zustand

{ Teilr•aume/Gesamtraum (�-Raum = direkte Summe)

{ Zustandstransformation(Dynamik): Newton'schesGrundgesetz

� System-De�nition

{ Mechanische Punktsysteme

{ N-Teilchen-Systeme

{ abgeschlossen/o�en (Isolierbarkeit/
"
Abschirmung\ )

{ Observable

{ Bilanzgleichung

� Modell-Beispiele

{ Bewegungim Zentralfeld

{ Harmonischer Oszillator

{ D•ampfung

� Nichtinertialbasis

{ Transformationsgesetze

{ Scheinkr•afte

{ Realisierung:Hierarchische Systeme(Drehscheibe, Erde)
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10 KAPITEL II. NEWTON'SCHE MECHANIK

I I.1 Raum-Zeit-Struktur

Die Struktur von Raum und Zeit wird durch das Verhalten von Uhren und
Ma�st •aben festgelegt,deren Eigenschaften andererseitsdurch Gesetzeder Phy-
sik bestimmt sind. Deshalbsind nur beidezusammenempirisch veri�zierbar. Die
Raum-Zeit-Struktur ist nur erfahrbar •uber die Mechanik.

Axiom 1a: Bild der Raumzeit
Das mathematische Bild des physikalischen Raums ist ein
Euklidischer Raum E3. Das mathematische Bild der physi-
kalischen Zeit ist ein eindimensionalerEuklidischer Raum E1

(Metrik).

Euklisc her Raum (Dimension n):

Mengevon Punkten

P = f x1; x2; :::; xng

mit Abstand

D(P; Q)2 =
nX

� =1

(x � � y� )2:

Gerichtete Punkt-Paare
� !
PQ de�nieren den Vektorraum.

P = O (Koordinatenursprung);
� !
OQ : Ortsvektor

Beide Elemente zusammen(Punkte, Vektoren) bilden den a�nen Raum En .

Def. Ereignis

(r ; t) 2 E3 � E1

Der vierdimensionaleEreignisraumbesitzt hier nur die Struktur der Einzelr•aume
(keinevierdimensionaleMetrik). Die Folgevon Ereignissenbez•uglich einesMas-
sepunktsde�niert dessenBahn r (t).

Basisv ektoren von E3 � E1 (direkte Summe)

Bei der Auswahl von Basisvektoren spielt jedoch eine Kopplung der beidenEu-
klidischen R•aumeeineentscheidendeRolle:
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1. Newton'sc hes Grundgesetz (T r •agheitsgesetz)

Die Gleichf•ormigkeit der Bewegungist eineInvariante zugelassenerAbbildungen
in E3 � E1 (! Galilei-Transformationen). Die Erfahrung lehrt, dassdies nicht
allgemeinf•ur jedesBezugssystemder Fall ist. Dies gilt nur f•ur Inertialsysteme.

Def. Inertialbasis

JedesBezugssystem(e1; e2; e3) von E3, gegenwelches die Bahnen von drei vom
gleichen Punkt nach verschiedenen(nicht in einer Ebeneliegenden)Richtungen
fortgeschleudertenMassenpunktengeradlinig sind (

"
Inertialbahnen\ ).

Def. Inertialzeitsk ala

Zeitskala, nach der ein sich selbst •uberlassener,bewegter Massepunkt in einer
Inertialbahn gleiche Strecken in gleichen Zeiten zur•ucklegt. Realisierungen:

� Inertialbasis: Basis, in welcher der Schwerpunkt desPlanetensystemsruht,
e1 ausgerichtet nach den Fixsternen (Kepler)

� Inertialzeit: Atomuhr

Habe ich ein Inertialsystem gefunden,kann ich weitere konstruieren (Klasse).
Dabei bleibt die Gleichf•ormigkeit der Bewegunginvariant.

Axiom 1b: Wechsel des Inertialsystems
Die Koordinaten (r ; t) in K und die Koordinaten (r 0; t0) in K 0

h•angen•uber eineGalilei-Transformation miteinander zusam-
men (Abbildung).

I I.1.A Spezielle Galilei-T ransformation

r ; t ! r 0; t0 (Automorphismus)

SeienK und K 0 Inertialsystememit t = t0 = 0 : K = K 0.

-

6

�
�

�
��

x

z

y

-

6

�
�

�
��

x0

z0

y0

�
(x; y; z; t)
(x0; y0; z0; t0)

�
Ereignis

-vx
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x0(t0) = x � vx t

y0(t0) = y(t)

z0(t0) = z(t)

t0 = t

I I.1.B Allgemeine Galilei-T ransformation

r 0(t0) = � r (t) + vt + a

t0 = �t + b

� = � 1

� T = � � 1

det � = � 1

I I.1.C Galilei-Grupp e

Galilei-Gruppe G: Mengealler Abbildungen

g = f � ; v; a; bg; � = 1

Einselement:

g = f 1; 0; 0; 0g

Hintereinander-Ausf•uhrung g2g1 (Gruppen-Operation) 1 :

g1 : r ! r 0; t ! t0

g2 : r 0 ! r 00; t0 ! t00

g2g1 = f �
2
�

1
; �

2
v1 + v2; �

2
a1 + v2b1 + a2; b2 + b1g

= f � ; v; a; bg 2 G

Inverse:

gg� 1 = f 1; 0; 0; 0g

1Beachte: Nach erster Transformation ist v0 = �
1
v, t0 = t + b1.
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Einparametrige Un tergrupp en Gi

(in Klammern Zahl der Parameter)
1. Rotation um festeAchsen (3): Achse(2), Drehwinkel (1)
2. Translation (3): a
3. SpezielleGalilei-Transformation (3): v
4. Zeitverschiebung (1): b

) Die Galilei-Gruppe ist zehndimensional,entsprechend den zehn Parametern
(Lie-Gruppe).

Eigen tlic he (ortho chrone) Galilei-Grupp e

det � = 1 ) � 2 SO(3) (spezielleorthogonaleGruppe)

� = 1

Die volle Galilei-Gruppe enth•alt demgegen•uber zus•atzlich Raum-(
"
Parit •at\ P)

und ZeitspiegelungenT:

P : (r ; t) ! (� r ; t)

T : (r ; t) ! (r ; � t)

Eigenschaften

1. Zeit ist absolut und homogen.

2. Raum ist isotrop und homogen.

3. Das Tr•agheitsgesetzist eineKonsequenzder Raumzeit-Struktur.

Matrix-Darstellung der Galilei-T ransformation

(ohne Nullpunktsverschiebungena = 0, b= 0)

g ! g =

0

B
B
@

� 11 � 12 � 13 v1

� 21 � 22 � 23 v2

� 31 � 32 � 33 v3

0 0 0 1

1

C
C
A

Def. Vierervektor: (x; y; z; t)

(x0; y0; z0; t0) = g

0

B
B
@

x
y
z
t

1

C
C
A HomogeneGalilei-Transformation
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SpezielleGalilei-Transformation: ohneDrehung, v = (v1; 0; 0)

g =

0

B
B
@

1 0 0 v1

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A

Vergleich mit speziellerLorentz-Transformation (ohne Drehung) v = (v1; 0; 0):

l =

0

B
B
@


 0 0 
 v1

0 1 0 0
0 0 1 0


 v1
c2 0 0 


1

C
C
A 
 =

�
1 �

v2

c2

� � 1
2

c ! 1 : l ! g

Explizit:

(r 0; t0) = l
�

r
t

�

x0 = 
 x + 
 v1t

t0 =
1
c2


 v1x + 
 t

Allgemein:inhomogeneLorentz-Transformation= Poincar�e-Transformation(Grup-
pe)

I I.2 Mec hanisc he Punktsysteme

I I.2.A Ein-T eilchen-Systeme

Sei r (t) = Bahnkurve einesMassepunktesbez•uglich K .
Def. Geschwindigkeit:

v(t) = _r (t) =

0

@
dx
dt
dy
dt
dz
dt

1

A

Beschleunigung:

b= _v(t) = •r

Axiom 2a: Mec hanischer Zustand
Der mechanische Zustand einesMassepunktsa zur Zeit t wird
vollst•andig beschrieben durch

(r ; _r )t 2 R3 � R3 (Koordinaten)

aIdealisierung: Gleichzeitig De�nition desMassepunkts

Darstellung: Punkt im sechsdimensionalenPhasenraum,� -Raum (= mechani-
scher Zustandsraum,6 Koordinaten).
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Konsequenzen:

1. Der mechanische Zustand bestimmt alle mechanischen Observablen des
Massepunkts:

A = A(r ; _r ; t)

2. Der Zustand zu beliebigerZeit t legt auch die Zeitentwicklung desSystems
= Dynamik fest (Evolution):

(r ; _r )t ! (r ; _r )t0

Dynamik
Die Zeitentwicklung ist deterministisch:

•r (t) = f (r ; r ; t)

(Gew•ohnliche Di�erenzialgleichung zweiter Ordnung)

f =
1
m

F

1
m

: charakteristisch f•ur Massepunkt,Masseparameter> 0

F : Kraft, unabh•angig von Masse(= Punkt-Eigenschaft)

t : explizite Zeitabh•angigkeit (nicht-autonome Kraft)

Axiom 3a: Newton'sc hes Grundgesetz

d
dt

p � m•r (t) = F (r ; _r ; t)

I I.2.B N-T eilchen-System

Axiom 2b
Mechanischer Zustand: f r 1; r 2; : : : ; r N ; _r 1; _r 2; : : : ; _r N g =
Punkt im 6N-dimensionalenPhasenraum�.
Alternativ: N Punkte im 6-dimensionalen � -Raum (=
Ein-Teilchen-Raum).

Dynamik:

Axiom 3b
AllgemeinesNewton'schesGrundgesetz:

mi •r i (t) = F i (r 1; : : : ; r N ; _r 1 : : : _r N ; t)
| {z }

mechanischer Zustand
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I I.2.C Exkurs: Zum Begri� der tr •agen Masse

Nach A. Einstein ist E = mc2 (allgemeineRelativit •atstheorie,c = Lichtgeschwin-
digkeit).
Betrachte nun GesamtmasseM einesN -Teilchen-Systems:

M = m1 + m2 + : : : + mN � �; � : Massendefekt

� � =
U
c2

U = W|{z}
Anregungsenergie

� B|{z}
Bindungsenergie (Kondensationsw •arme)

=
"
Innere Energie\

W = 0: Grundzustand, sonstW > 0
B � 0 f•ur Gase(keineBindung; Absto�ung)

Beispiel 12C

n =Neutron, p =Proton, e =Elektron; ~u =atomare Masseneinheit=1; 66�10� 27kg

M = 6n + 6p + 6e � 12~u ! � = 0; 098~u

Erster angeregterZustand (Kern-Anregung):

W = 7 � 10� 13Nm
W
c2

= 0; 00477~u

M � = 12; 00477~u > M

Die Energieund die Massesind voneinanderabh•angigeGr•o�en. Bei chemischer
Anregungist der Massendefekt� um ca. 6 Gr•o�enordnungenkleiner (10� 10~u). In
der nichtrelativistischen Mechanik wird � vernachl•assigt: � ! 0. Die Masseist
dann eineadditive Erhaltungsgr•o�e. Diesr Grenzfall entspricht c ! 1 .

I I.2.D Mec hanische Punktsysteme

De�niert durch

� TeilchenzahlN

� Massenparametermi

� Funktionale Form und Parameter von F i
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Allgemeine Klassi�k ation der Kraft F i

i = Teilchennummer

1. Autonom: keineexplizite Zeitabh•angigkeit:

F i = F i (r 1; : : : ; r N ; _r 1; : : : ; _r N )

2. •Au�ere Kr •afte: F i nur abh•angig von mechanischem Zustand desTeilchens
i :

F ext
i = F ext

i (r i ; _r i ; t)

3.
"
Statische\ Kr •afte: nur abh•angig von

"
Kon�gurationen (r 1; : : : ; r N )\

F i = F i (r 1; : : : ; r N ; t)

4. Konservative Kr •afte (Potenzialkr•afte)

F i = �r i Vi (r 1; : : : ; r N ; t)

Vi = Potenzial; speziell: •au�ere Potenzialkr•afte

5. Innere Kr •afte: nur abh•angig von Relativkoordinaten
r j k = r j � r k , j; k = 1; 2; : : : ; N

F int
i = F i (r j k ; t)

Vgl. Schwerpunkts-und Relativkoordinaten, Jakobi-Koordinaten(vgl. Kap.
I I I.5)

6. Zwei-K•orper-Kr•afte (Superposition)

F int
i =

X

k6= i

F ik (r i � r k ; t)

Fik : Kraft von k auf i (Nolting; Scheck: k und i vertauscht)

�
�

�
�>6

�

0

i

r i r k

k
r i � r k

7. Zentralkr •afte (spezielleZwei-K•orper-Kr•afte):

F ik (r i � r k ; t) = f ik (jr i � r k j; t)
r i � r k

jr i � r k j
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r� r�i k
r i � r k

f > 0: absto�end

r - r�i k
r i � r k

f < 0: anziehend
�

�
�

�
�

r
F 12

rF 21

�

-

ausgeschlossen!

Konsequenz(3. Newton'schesGesetz):

Axiom 3c:

F ik = � F ki

actio = reactio

Zentralkr •afte sind konservative Kr •afte, d.h. siehaben ein Potenzial:

F ik = � grad i Vik (jr ik j) = �
@Vik

@jr ik j
r ik

jr ik j
= f ik

r ik

jr ik j
rotF ik (r ik ) = � rot gradVik = 0

I I.2.E System und Umgebung

"
Kartesischer Schnitt \ : Subjekt/Ob jekt; erm•oglicht objektive Wissenschaft.

System:in der Regeleinewillk •urliche Abgrenzung,was dazu geh•oren soll.
Idealisierungen:

Abgeschlossenes System

Systemohne(materielle) Umgebung.DieseSystemebe�nden sich alsoin der un-
gest•orten Raum-Zeit-Struktur. Deren Invarianzeigenschaften f•uhren daher auch
direkt zu Invarianzeigenschaften der Mechanik.

O�enes System

'

&

$

%

U

'

&

$

%

S

Die Dynamik der UmgebungU ist nicht Gegenstandder Theorie. S + U kann so
gro� gew•ahlt werden,dassdasGesamtsystem

"
praktisch\ abgeschlossenist.

Wechselwirkungen:
S ! U: Messung(Information)
U ! S: (Pr•aparation, Kontrolle)
U $ S: Austausch-Prozesse(Energie etc.)
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1. •Au�eres Potenzial Ui (konservative Kr •afte, i = Teilchennummer):

F ext
i = � gradUi

2. Reibungskr•afte (nicht konservativ)

F ext
i = F ext

i ( _r )

3. Zeitabh•angige(treib ende)Kr •afte

F ext
i = F ext

i (t)

4. Zeitunabh•angigeBindungen (skleronom,vgl. Kap. IV.1)):

B (r 1; : : : ; r N ) = 0

5. Zeitabh•angigeBindungen (rheonom=
ie�end):

B(r 1; : : : ; r N ; t) = 0

Einschr•ankungen:Lagrange-System,Hamilton-System

I I.3 Abgesc hlossene Systeme: Galilei-In varianz

Beispiel:Drehung im zweidimensionalenRaum (passiv:a fest, Basisgedreht; ak-
tiv: Basis fest, a gedreht)

e1

e0
1

e2
e0

2

a

"
passiv\

e1

e2

a

a0

"
aktiv\
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I I.3.A In terpretation der Galilei-T ransformation

1. Transformationsgesetzf•ur eine Bahn beim •Ubergang zwischen zwei ver-
schiedenenInertialsystemen(Basiswechsel: f ekg ! f e0

kg) ) Klassemecha-
nisch aquivalenter Bezugssysteme(

"
passiv\ ), Koordinatentransformation

2. Bez•uglich festemKoordinatensystembeschreiben r und r 0(t) zwei verschie-
dene Bahnen, die durch die Galilei-Transformation ineinander •ubergehen
(
"
aktiv\ ). Hierf•ur gilt das

Axiom 4: Galilei-Relativit •atsprinzip
Alle Gleichungen (Abbildungen) der klassischen Mechanik
f•ur ein abgeschlossenesSystem,beschrieben in einer beliebi-
genaber festenInertialbasis, sind forminvariant bez•uglich der
Galilei-Transformationen.

Begr•undung:r (t) ! r 0(t0) h•atte auch durch Bezugssystemwechselentstehenk•onnen.
Die Galilei-Gruppe ist die Invarianzgruppe der klassischen Mechanik.
Konsequenz:Betr•achtliche Einschr•ankungenzugelassenerModelle.

I I.3.B Transformationsv erhalten von Observ ablen

Eine allgemeinemechanische N -Teilchen-Observable l•asstsich schreiben:

A = A(r 1; : : : ; r N ; _r 1; : : : ; _r N ; t)

A hei�t Skalar unter g 2 Gi � G (Galilei-Gruppe),

g :

8
<

:

r ! r 0

_r ! _r 0

t ! t0

wenn

A0 = A(r 0
1; : : : ; r 0

N ; _r 0
1; : : : ; _r 0

N ; t0) = A

f•ur alle g 2 Gi (Untergruppe). D.h. A ist ein Skalar, wenn A invariant ist unter
allen g 2 Gi .
Entsprechend:
A hei�t Vektor unter g, wenn sich A wie der Ortsvektor r transformiert.
A hei�t Tensorzweiter Stufe unter g, wenn sich A transformiert wie die Dyade

r 
 r =

0

@
xx xy xz
yx yy yz
zx zy zz

1

A .



I I.3. ABGESCHLOSSENESYSTEME: GALILEI-INV ARIANZ 21

a) Un tergrupp e: Translation

g = (1; 0; a; 0) : r 0
i = r i + a i = 1; 2; : : : ; N

Skalare unter g:

A0 = A

_r 0
i = _r i (Gilt auch komponentenweise)

A = A( _r i ) Vektorfunktion

JedeKomponente:

r 0
i � r 0

k = r i � r k

A = A(r ik ) nicht dagegen: A = A(r i )

Vektor unter g:

A0 = A + a

b) Un tergrupp e: Spezielle Galilei-T ransformation

g = (1; v; 0; 0) r 0
i = r i + vt i = 1; 2; : : : ; N

Skalare unter g:

A = A(r i )

•r i ist ein Vektor, aber die Komponenten •x i ; •yi ; •zi sind Skalare unter g, d.h. sie
sind einzelninvariant.
Dagegenist A = _r 2 ein Skalar, aber nicht invariant, denn

A0 = ( _r + v)2 6= A

ist kein Galilei-Skalar.
Vektoren unter g:

A0 = A + vt

z.B. _r 0
i = _r i + v kein Vektor unter g
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c) Un tergrupp e: Dreh ung �

g = (� ; 0; 0; 0) r 0
i = � r i i = 1; 2; : : : ; N

Skalare unter g:

Invarianten: jr 0
i j = jr i j; j _r 0

i j = j _r i j (Norm)
r 0

i � r 0
j = r i � r j (Winkel)

) z.B. A(r 1; r 2) = A(jr i j; jr j j; r 1 � r 2) zul•assig

Vektor unter g:

A0 = � A

z.B. A0 = r 0
i � r 0

j = � (r i � r j )

A0 = _r 0
i = � _r i

Allgemein

A0 = A(r 0) = A(� r ) != � A(r )

) A(r ) � a(jr j) � r

z.B. A(r 1; r 2) = a(jr 1 � r 2j)[r 1 � r 2]

d) Un tergrupp e: Raum-Spiegelung (P arit •at)

(geh•ort zur vollst•andigenGalilei-Gruppe)

g : r 0
i = � r i i = 1; 2; : : : ; N

Skalare unter g:

A0 = A(r 0) != A(r ); z.B. A = A(jr j)

Def. Pseudo-Skalar:

A(r 0) = � A(r )

BeispielSpatprodukt:

A(r 1; r 2; r 3) = r 1 � (r 2 � r 3)

Vektor unter g:

A0 = � A; z.B. _r 0
i = � _r i

Def. Pseudo-Vektor (Axialer Vektor):

A0 = A

BeispielKreuzprodukt:

r 0 � _r 0 = +( r � _r )
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e) Un tergrupp e: Zeittranslation

g = (1; 0; 0; b) t0 = t + b

BeliebigeObservable: A0 = A (Skalar, Vektor etc.)

A(t0) = A(t) 8t; t0

Eine explizite Zeitabh•angigkeit ist nicht zul•assig.

I I.3.C Galilei-In varianz der Newton'sc hen Bew egungsglei-
chungen

Axiom 4
Ist

r k(t) k = 1; 2; : : : ; N

L•osungder Bewgungsgleichungen,dann auch

r 0
k(t0) = � r k(t) + vt + a

t0 = t + b

det � = 1 (orthochron)

) Invarianz von Gleichungen:rechte Seitetransformiert wie linke Seite.

Beispiel 1: Teilchen mit •au�erer Kraft

m•r = F ext (r ; _r ; t)

linke Seite:

m
d2

dt02
r 0(t0) = m�

d2

dt02
r (t0 � b) = m�

d2

dt2
r (t)

"
Vektor unter Drehung\

rechte Seite:

F ext0
= F ext (� r + vt + a; � _r + v; t + b) != � F ext

) F ext = 0 (Modell-Einschr•ankung)

Das ersteNewton'sche Gesetz(Tr•agheitsgesetz)ist eineKonsequenzdesGalilei-
Prinzips (Axiom 4).
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Beispiel 2: Abgeschlossenes N-T eilchen-System mit Zwei-K •orp er-Kr •aften

Sei

mk
d2

dt2
r k(t) =

X

l ;k ;l 6= k

F kl ; F kl (r kl (t))

mk
d2

dt02
r 0

k(t0) !=
X

l ;k

F 0
kl ; wobei F 0

kl = F kl (r
0
kl (t

0))

linke Seite: � d2

dt2 r (t)
Termerechte Seite:

F kl = F kl (� r kl (t))
!= � F kl (r kl (t)) (I I.1)

Denn dann ist

�

"
d2

dt2
r k �

X

l ;k ;l 6= k

F kl

#

| {z }
=0 (nach Vorraussetzung)

= 0

Bedingung(I I.1) erzwingt Zentralkr •afte (Modell-Einschr•ankung):

F kl = r kl|{z}
transformiert sich wie Ortsv ektor

f kl ( jr kl j|{z}
Skalar unter Drehung

)

I I.4 Bilanzgleic hungen

Ausgangspunkt:Newton'sche Bewegungsgleichung

mi •r i =
X

k6= i

F ik (r i � r k ; t) + F ext
i (r i ; _r i ; t)

Anmerkung: Die explizite Zeitabh•angigkeit von F ik (
"
innere Dynamik\ ) ist jen-

seitsdesMassepunktmodells.
Betrachte Ein-Teilchen-ObservableA i = A i (r i ; _r i ). Dann sind Bilanz-Gleichungen
globale(integrale) AussagendesTyps

X

i

mi A i •r i =
X

k;i;k 6= i

A i F ik +
X

i

A i F ext
i

I I.4.A Impulsbilanz: A i = 1

Linke Seite:
X

i

mi •r i := _P
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Def. Teilchen-Impuls

p
i

= mi _r i (Ein-Teilchen-Impuls)

P =
X

i

p
i

(Gesamtimpuls)

X

k;i;k 6= i

F ik = 0; f•ur Zentralkr •afte F ik = F ki

) _P =
X

i

F ext
i (r i ; _r i ; t) � F ext

"
•Anderung desGesamtimpulses=gesamte •au�ere Kraft \

Mec hanisch abgeschlossenes System (T ranslationsin varianz):

_P = 0 Galilei-invariant

) P = P0 = const

Drei Integrale der Bewegungbez•uglich festemInertialsystem. P 0 ist der Gesam-
timpuls und hat keineabsoluteBedeutung.
Schwerpunkt:

R =
1

M

X

i

mi r i

Gesamtmasse:

M =
X

i

mi

) •R =
1

M

X

i

mi •r i =
1

M
_P

Schwerpunktsatz (f •ur abgeschlosseneSysteme):

_R = const

R(t) = R0 + V 0t

V 0 =
1

M0
P0

R0, V 0 sind Erhaltungsgr•o�en, ) 6 Integrale der Bewegung.
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I I.4.B Energiebilanz: A i � _r i � (=Sk alarpro dukt)

X

i

mi ( _r i � •r i ) =
X

i;j;i 6= j

( _r i � F ij )

| {z }
� X

+
X

i

( _r i � F ext
i )

Linke Seite:

d
dt

1
2

X

i

mi _r 2
i :=

d
dt

Ekin

Kinetische Energie:

Ekin =
1
2

X

i

mi _r 2
i

Rechte Seite:

X :=
X

i;j;i 6= j

( _r i � F ij ) =
1
2

X

i;j;i 6= j

( _r i � F ij ) +
1
2

X

i;j;i 6= j

( _r j � F j i )

=
1
2

X

i;j;i 6= j

( _r ij F ij ) (actio=reactio)

Annahme:

Es existiert ein Potenzial: (Fij : Kraft auf Teilchen i )

F ij = � gradi Vij (jr ij j; t) = �
@Vij

@jr ij j

r ij

jr ij j

) X = �
1
2

X

i;j

@Vij

@jr ij j

_r ij � r ij

jr ij j

d
dt

jr ij j =
d
dt

(r ij � r ij )
1
2 =

1
2

(r ij � r ij )� 1
2

�
( _r ij � r ij ) + (r ij � _r ij )

�
=

_r ij � r ij

jr ij j

) X = �
1
2

X

i;j

@Vij

@jr ij j
d
dt

jr ij j

Andererseits(Kettenregel):

d
dt

Vij (jr ij j; t) =
@Vij

@jr ij j
d
dt

jr ij j +
@Vij

@t

) X = +
1
2

X

i;j

(�
d
dt

Vij +
@
@t

Vij )
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Potenzial:

V �
1
2

X

i;j

Vij (jr ij j; t)

X = �
dV
dt

+
@
@t

V

d
dt

(Ekin + V) =
@V
@t

+
X

i

( _r i � F ext
i )

Energiebilanz: •Anderung der Gesamtenergie

E = Ekin + V

= explizite •AnderungderWechselwirkungsenergie+ Arbeitsleistung•au�erer Kr •afte
am System.
AbgeschlossenesSystem:

F ext
i = 0;

@V
@t

= 0 (invariant bez•uglich Zeitverschiebung)

)
d
dt

E = 0 (Galilei-invariant)

) E = E0 = constbez•uglich festemKoordinatensystem;E ist aber nicht Galilei-
invariant (kein Skalar unter g). E0 hat keine absoluteBedeutung. ) 1 Integral
der Bewegung.
Energieerhaltungssatzgilt auch f•ur:

a) " Wattlose \ •au�ere Kr •afte

F ext
i ? _r i

z.B. Lorentz-Kraft. DieseKr •afte leisten keineArbeit.

b) •Au�ere Kr •afte mit Potenzial Ui = Ui (r i ), zeitunabh •angig

F ext
i = � grad i Ui

rechte Seite= �
P

i _r i � grad i Ui

Andererseits:

)
dUi

dt
=

dUi

dr i

dr i

dt
= gradUi _r i

) rechte Seite = �
d
dt

X

i

Ui
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) Ekin + V +
X

i

Ui = const KonservativesSystem(nicht Galilei-invariant)

I I.4.C Drehimpulsbilanz: A i � r i � : : :

X

i

mi r i � •r i =
X

i;j;i 6= j

r i � F ij +
X

i

r i � F ext
i

Linke Seite=
d
dt

X

i

r i � _r i =
d
dt

L

Gesamt-Drehimpuls (bezogenauf Koordinatenursprung):

L �
X

i

L i =
X

i

r i � p
i

Indexvertauschung:

d =
X

i;j;i 6= j

r i � F ij =
1
2

X

i;j;i 6= j

(r i � F ij + r j � F j i )

F ij = � F j i : d =
1
2

X

ij

r ij � F ij = 0; da F ij k r ij (Zentralkr •afte)

Drehmoment

D :=
X

i

r i � F ij

d
dt

L = D

AbgeschlossenesSystem:D = 0 ) L = L0 = const
) 3 Integrale der Bewegungbez•uglich festemKoordinatensystem.
Die Drehimpulserhaltunggilt auch, falls

F ext
i k r i (•au�ere Kr •afte = Zentralkr •afte)

Zusammenfassung
F•ur abgeschlossene,d.h. Galilei-invariante Systemeexistieren
zehn Integrale der Bewegung. Dies ist eine Konsequenzder
zehnparametrigenGalilei-Gruppe.

Vgl. Noether-Theorem(Kap. IV.5).
F•ur den Rest diesesKapites beschr•anken wir uns auf Ein-Teilchen-Probleme.
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I I.5 Bew egung im homogenen Kraftfeld

Darstellungsformen (f •ur einen einzelnen Massepunkt):

� Parameterdarstellung der Bahn (dreidimensionaler Kon�gurationsraum):
f x(t); y(t); z(t)g

� Bahngleichung (zweidimensionalerKon�gurationsraum: y(x))

� Phasenraumportr •at (eindimensional:x( _x)) etc.

Homogenes Kraftfeld

V(r ) = � F 0r

) F ext = �r V = F 0

Potenzialkraft, Richtung ausgezeichnet: F 0 = const.
W•ahle kartesischesKoordinatensystemmit ez jjF 0

) F 0 =

0

@
0
0
F0

1

A

I I.5.A Schr •ager Wurf: Bahn im Kon�gurationsraum

Beispiel:

ErdnahesGravitationsfeld (g = Erdbeschleunigung)

F0 = � mg; g = 9; 8
m
s2

Anfangsbedingungen:

r (t = 0) = 0

_r (t = 0) =

0

@
0

cos'
sin '

1

A v0 = v0

Bewegungsgleichung (separabel):

m•y = 0

m•z = � mg



30 KAPITEL II. NEWTON'SCHE MECHANIK

'

v0

z

y

F0 = � mg

Wurfh•ohe

Wurfweite
Direkte Integration:

vy(t) = vy0

vz(t) = � gt + vz0

y(t) = vy0t + y0

z(t) = �
1
2

gt2 + vz0t + z0

Festlegungder Integrationskonstanten:

y(0) = y0 = 0

z(0) = z0 = 0

vy(0) = vy0 = v0 cos'

vz(0) = vz0 = v0 sin'

Bahn in Parameterdarstellung:

y(t) = v0t cos'

z(t) = v0t sin' �
1
2

gt2

t =
y

v0 cos'

Bahngleichung (Parabel im Kon�gurationsraum):

z(y) = tan 'y �
1
2

g
�

y
v cos'

� 2
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Steigzeit:

vz(T) = 0 ) vz = � gT + v sin'

T =
v sin'

g

Wurfzeit:

z(tw) = 0 f•ur tw 6= 0

(sin ' )v0tw =
1
2

gt2
w

tw =
2(sin' )v0

g
= 2T

Wurfweite:

L = v0 cos' � tw =
v2

0

g
sin2'

Winkel f•ur maximale Weite bei festemv:

' =
�
4

= 450

I I.5.B Senkrechter Wurf: Phasenraum-P ortr •at

EindimensionalerKon�gurationsraum

z = v0t �
1
2

gt2

_z = v0 � gt ) t =
1
g

(v0 � _z)

2gz = v2
0 � _z2

oder _z = � (v2
0 � 2gz)

1
2

ZweidimensionalerPhasenraum:
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_z

(z; _z)t

z

Steigh•ohe

In der Regel ist das Schaubild begrenztdurch Zwangsbedingungen,z.B. z � 0.
Phasenraum-Trajektorien d•urfen sich nicht schneiden, da (z; _z) Vergangenheit
und Zukunft eindeutig festlegt (f •ur festesg 6= 0, vgl. mechanischer Zustand).
Beispiel:

_z

z

y

z

Trajektorie im Phasenraum Bahnkurve im Kon�gurationsraum

I I.6 Bew egung im linearen Zentralfeld

I I.6.A Spezielle Zentralfelder

V(r ) = �
c

jr jn

) F (r ) = �r V =
nc

jr jn+1

r
jr j

n = � 2 linearesFeld
n = 1 Gravitationsgesetz,Coulomb-Gesetz

Punktsymmetrie: Kraftzentrum jr j = 0
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I I.6.B Bew egungsgleic hung f•ur n = � 2: harmonisc her Os-
zillator

V(r ) = � cjr j2 ) F = +2cjr j
r

jr j
= F = +2cr

kartesische Koordinaten, k = � 2c > 0 (R•uckstellkraft): V = 1
2kjr j2

m•x + kx = 0

lineare homogeneDi�erenzialgleichung zweiter Ordnung, eindimensionalerKon-
�gurationsraum

I I.6.C Allgemeine Eigenschaften f•ur lineare homogene Dif-
ferenzialgleic hung der Ordn ung n

Superpositionsprinzip: Wenn x1(t); x2(t) L•osungensind, dann auch

x(t) = a1x1(t) + a2x2(t): (I I.2)

Beweis durch Einsetzen:

m•x + kx = a1 (m•x1 + kx1)
| {z }

=0

+ a2 (m•x2 + kx2)
| {z }

=0

= 0

Die Funktionen f 1(x); f 2(x); : : : hei�en linear unabh•angig (a � x � b), wenn

� 1f 1(x) + � 2f 2(x) + : : : = 0 (Nullfunktion in diesemIntervall)

) � 1 = � 2 = : : : = 0:

Wenn x1(t); x2(t) linear unabh•angig sind, dann ist (I I.2) die allgemeineL•osung
(Ordnung n = 2).

I I.6.D L•osung durc h Ansatz

SpezielleL•osungen:
�

x1(t) = cos! 0t
x2(t) = sin! 0t

linear unabh•angig

) � m! 2
0 + k = 0 ) ! 0 =

r
k
m

x(t) = a1 cos(! 0t) + a2 sin(! 0t) = A cos(! 0t + ' )
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_x(t) = � a1! 0 sin! 0t + a2! 0 cos! 0t

x(0) = a1

_x(0) = ! 0a2

�
Anfangsbedingungen

a2 = 0:

x

t

T = 2�
! 0

x2 +
1
! 2

0
_x2 = a2

1 cos2 ! 0t + a2
2 sin2 ! 0t + 2a1a2 cos! 0t sin! 0t

+ a2
1 sin2 ! 0t + a2

2 cos2 ! 0t � 2a1a2 cos! 0t sin! 0t

= a2
1 + a2

2

Phasenraump ortr •at:

GebundenerZustand: Ellipse

x

_x
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I I.6.E Isotrop er Harmonisc her Oszillator (zw eidimensio-
nal)

V =
1
2

k(x2 + y2); Fx = �
@

@x
V Fy = �

@
@y

V

•x = � ! 2x y = � ! 2y

x(t) = x0 sin(! t + � )

y(t) = y0 sin(! t + � )

� = 0, � = �
2 :

x(t)2

x2
0

+
y(t)2

y2
0

= 1

Bahn im Kon�gurationsraum: Ellipse mit Kraftzentrum im Mittelpunkt.

y

x

� = � = 0:

x
x0

=
y
y0

Pendelbahn,Geradenst•uck

I I.6.F Anisotrop er harmonisc her Oszillator

V =
1
2

kr 2 ) V =
1
2

(kxx2 + kyy2)

! 2
i =

ki

m
i = x; y � =

! y

! x

� ganz (rational): Lissajou'sche Figuren sind geschlossen(Wiederkehr des An-
fangszustands)
Wiederkehrzeit = kleinstesgemeinsamesVielfachesvon Ti = 2�

! 1
und T2 = 2�

! 2
.
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� irrational: keine geschlossenenFiguren: DurchlaufenePunkte liegen dicht im
Phasenraum.

Kon�gurationsraum (zweidimensional)
(Schnitt im vierdimensionalenPhasenraum)

I I.7 Bew egung unter dem Ein
uss von Reibung

I I.7.A Senkrechter Wurf mit Reibung

m•z = � mg � � _z; � : ph•anomenologische Konstante (Stokes'sche Reibung)

Hilfssatz:
L•osung einer inhomogenenlinearen Di�erenzialgleichung =
allgemeine L•osung der homogenenDi�erenzialgleichung +
spezielleL•osungder inhomogenenDi�erenzialgleichung

HomogeneDi�erenzialgleichung:

m•z + � _z = 0

Ansatz:

z = aexp(�t ) + b

_z = �a exp(�t )

•z = � 2aexp(�t )

m� 2 + a� = 0 ) � = �
�
m

z(t = 0) = a + b

_z(t = 0) = �a = �
a�
m
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SpezielleL•osungder inhomogenenDi�erenzialgleichung: Ansatz:

z(t) = v1 t

_z(t) = v1

•z(t) = 0

) 0 = � mg � � v1 ) v1 = �
mg
�

< 0 (� 6= 0)

AllgemeineL•osung:

z(t) = aexp(�
�
m

t) �
mg
�

t + b

_z(t) = �
� a
m

exp(�
�
m

t) �
mg
�

t = �
m
�

ln
�

m2g
a� 2

+
m
� a

_z
�

v1 = _z(t ! 1 )

I I.7.B Erzwungener ged•ampfter linearer harmonisc her Os-
zillator

F ext (x; _x; t) = � � _x � kx + F (t)

� > 0 : Kraft entgegender Geschwindigkeit
k > 0 : R•uckstellkraft

m•x = F ext
x (x; _x; t)

Bewegungsgleichung:

•x +
�
m

_x + ! 2
0x =

1
m

F (t) ! 2
0 =

k
m

Sei

F (t) = A1 cos(! 1t)

Allgemeine L•osung der homogenen Di�erenzialgleic hung:

•x +
�
m

_x + ! 2
0x = 0 (I I.3)
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Trick: Wir interpretieren (I I.3) als komplexeGleichung:

•z +
�
m

_z + ! 2
0z = 0 (I I.4)

wobei z = x + iy

) ( •x +
�
m

_x + ! 2
0x) + i( •y +

�
m

_y + ! 2
0y) = 0

)
x = Rez
y = Im z

Die L•osungder urspr•unglichen Gleichung (I I.3) erh•alt man als Real- oder Ima-
gin•arteil von der L•osungz(t).
L•osungsansatz:

z(t) = exp(pt)

Damit in (I I.4) ) charakteristische Gleichung:

p2 +
�
m

p + ! 2
0 = 0

p1;2 = � 
 � (
 2 � ! 2
0)

1
2


 �
�

2m
� 0

a) Kleine D•ampfung: 
 2 < ! 2
0

Der Term unter der Wurzel ist < 0.

p1;2 = � 
 � i! 0

wobei ! 0 � (! 2
0 � 
 2

0)
1
2 > 0

AllgemeineL•osung:

z(t) = exp(� 
 t)( � exp(i ! 0t) + � exp(� i! 0t))

x(t) = Rez(t) =
1
2

(z + z� )

=
1
2

exp(� 
 t)

2

6
4(� + � � )

| {z }
= G exp(i ' )

exp(i ! 0t) + (� � + � )
| {z }

= G exp(� i ' )

exp(� i! 0t)

3

7
5

x(t) = G exp(� 
 t) cos(! 0t + ' )
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Relaxionszeit

� =
1



=
2m
�

Q-Faktor (G•utefaktor)

Q �
! 0

2

! 0 =

2�
T

Q =
� �
T

x(t)

t

b) Gro�e D•ampfung: 
 2 > ! 2
0

p1;2 = � 
 � (
 2 � ! 2
0)

1
2 reell, negativ

x(t) = a1 exp(p1t) + a2 exp(p2t)

c) Ap erio discher Grenzfall: 
 2 = ! 2
0

Aus der charakteristischen Gleichung ergibt sich nur eineL•osung(p1 = p2, phy-
sikalisch singul•ar):

x(t) = a1 exp(� 
 t)

Zweite L•osung:Seizun•achst noch p1 6= p2, dann ist

xp1 (t) � xp2 (t)
p1 � p2



40 KAPITEL II. NEWTON'SCHE MECHANIK

auch L•osung(wegender Linearit •at) und somit ist f•ur

p1 ! p2 :
dx
dp

= t exp(pt) = t exp(� 
 t)

ebenfalls L•osung.Insgesamt also

x(t) = exp(� 
 t)(a1 + ta2)

Spezielle L•osung der inhomogenen Di�erenzialgleic hung

•z +
�
m

_z + ! 2
0z =

1
m

A1 exp(i ! 1t); A1 reell (I I.5)

Euler'sche Formel:

exp(� i� ) = cos� � i sin�

) x(t) = Rez(t)

Ansatz:

z(t) = x0|{z}
reell

exp(i ! 1t) exp(� i� ) (Polardarstellung)

in (I I.5):

� ! 2
1 + i

�
m

! 1 + ! 2
0 =

A1

mx0
exp(i � ) (I I.6)

Gleichung (I I.6) zerf•allt in zwei Anteile: Re, Im :

(! 2
0 � ! 2

1) =
A1

mx0
cos� 1


 =
�

2m
2
 ! 1 =

A1

mx0
sin� 1

) tan � 1 =
2
 ! 1

! 2
0 � ! 2

1

(! 2
0 � ! 2

1)2 + 4
 2! 2
1 =

A2
1

x2
0m2

x0 =
A1

m [(! 2
0 � ! 2

1)2 + 4
 2! 2
1]

1
2
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x(t) = Rez(t) = x0 cos(! 1t � � 1)

Transientes Verhalten (
 2 < ! 2
0: gro�es Q (G•ute))

x(t) = G exp(� �t ) cos(! 0t + ' ) + x0 cos(! 1t � � 1)

EingeschwungenerZustand (t � � = 1

 )

x(t) = x0 cos(! 1t � � 1)

(unabh•angig von Anfangsbedingungen)
Extremwerte:

dx0

d! 1
= 0 : ! 1 =

�
0
wr

! r = (! 2
0 � 2
 2)

1
2 Resonanzfrequenz

x0

! 1

A 1
! 2

0

! r ! 0

kleinesQ

gro�es Q

� 1

! 1

�
2

�

! 0

kleinesQ

gro�es Q

� 1: Phasegegen•uber Treiber

"
Antwort desSystems\ auf •au�eres Treiberfeld
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Phasenraump ortr •at

Gegeben: A1; ! 1 > 0. EingeschwungenerZustand:

x(t) = x0 cos(! 1t � � 1)

_x(t) = � ! 1x0 sin(! 1t � � 1)

�
_x

! 1

� 2

+ x2 = x2
0; x0 > 0

Grenzzyklus:

�
_x

! 1

� 2

+ x2 = x2
0 = const

Vgl. mit freiem Oszillator
�

_x
! 1

� 2
+ x2 = const. Der Grenzzyklus(

"
Limit-Cycle\ )

wird unabh•angig von den Anfangsbedingungenerreicht (
"
Ged•achtnis-Verlust\ ,

Evolution: Zeit bekommt eineausgezeichnete Richtung).

x

_x
! 1Anfangsbed. 1

Anfangsbed. 2
Grenzzyklus

Einschwingvorgang (starke D•ampfung)

I I.8 Rotierendes Bezugssystem

Motiv ation

Die bisherigeFormulierung der Dynamik ist nur g•ultig f•ur Inertialsysteme.Es ist
oft vorteilhaft, auch Nicht-Inertialsysteme zuzulassen:

� um theoretische Untersuchungenzu erleichtern

� um Situation im
"
realen\ Labor (auf der Erde) zu beschreiben
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Sei

� K Inertialbasis (Basisvektoren e1, e2, e3)

� ~K rotierendes Bezugssystem(Basisvektoren bez•uglich K: ~e1, ~e2, ~e3); ! :
Drehachse,Drehwinkel

Annahme: Koordinatenursprung gleich in K und ~K

r (t) =
3X

i =1

x i (t)ei =
3X

i =1

~x i (t)~ei (t) = ~r (t)

d.h. die Vektoren sind gleich, die Komponenten sind jedoch verschieden(passive
Interpretation vgl. I I.3). Dies gilt f•ur jedenVektor bez•uglich desKoordinatenur-
sprungs,insbesonderegilt auch

! = ~! :

D.h. nicht etwa ! = � ~! (festeBedeutung)!

0 ~x1

~x3

~e1

!

r (t)

x2 Drehkegelgesehenvon K

jd~e1j = j~e1j sin(� )! dt = j! � ~e1jdt Richtung ! � ~e1

d
dt

~ei = ! � ~ei (t)
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0

!

d~e1

~e1

d' = ! dt

j~e1j sin� = sin� , entspr. f•ur ~e2; ~e3

�

d
dt

r (t) =
3X

i =1

_x i (t)ei =
d
dt

~r (t) =
3X

i =1

[ _~x i (t) 2~ei (t) + ~x i (t) _~ei (t)]

=
3X

i =1

~x i ~ei + ! �
3X

i =1

~x i ~ei �
~d 3

dt
r + ! � ~r (t)

dr
dt

=
~dr
dt

+ ! + r (t)

Dies gilt f•ur jedenVektor ) de�niere
"
Operator\ :

d
dt

: : : =
~d
dt

: : : + ! � : : :

Wendean auf Vektoren ! : _! = d!
dt = ~d!

dt = _~!

d2

dt2
r =

d
dt

d
dt

r =
~d
dt

�
dr
dt

�
+ ! �

d
dt

r

=
~d
dt

"
~dr
dt

+ ! � r

#

+ ! �

"
~d
dt

r + ! � r

#

=
~d2

dt2
r + ! �

~d
dt

r + ! �
~d
dt

r + ! � (! � r ) +
~d!
dt

� r

~d2

dt2
r =

d2r
dt2

� 2! �
~d
dt

r � ! � (! � r ) � _! � r

Newton'sche Bewegungsgleichung:

m
d2

dt2
r = F in K

F = ~F falls Aufpunkt auf Drehachse(fest.)
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Mit

! = ~! _! = _~! r = ~r
~d
dt

r = _~r
~d2

dt2
r = •~r

folgt demnach f•ur ~K (Komponenten in ~K )

m•~r = ~F � 2m~! � _~r � m~! � (~! � ~r ) � m _~! � ~r
| {z }

Scheinkr•afte

Corioliskraft

~C = � 2m~! � _~r

Zentrifugalkraft

~Z = � m~! � (~! � ~r ) = m! 2~r ?

0

!

~r

~r ?

~! � ~r

I I.8.A An wendung

a) Drehsc heib e

!
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ez = ~ez

! = (0; 0; ! z) = ~!

EbeneBewegung

_~r = ( _~x; _~y; 0)

Corioliskraft:

~C = � 2m~! � _~r

Cx = � 2m(� ! z _~y) = 2m! z _~y

Cy = � 2m! z
_~x

~ey

~ex

_~x

Cy

! k ez = ~ez

~~ez = � ~e

~ey

~ex

_~x

Cy

Nordhalbkugel ! z > 0
Rechtsablenkungin ~K

S•udhalbkugel ! z < 0
Linksablenkungin ~~K

Die Zentrifugalkraft f•uhrt zur
"
Korrektur\ der Schwerkraft (Betrag und Rich-

tung).

b) Corioliskr •afte und atmosph •arische Bew egungen

1. Passatwinde
Am •Aquator steigt erhitzte Luft auf (Tiefdruck-Rinne). Die nachstr•omende
Luft wird nach rechts (N) bzw. nach links (S) abgelenkt.

S

N

•Aquator
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2. Zyklone (Tiefdruck-Trichter, Nordhalbkugel)
In ein Tiefdruckgebiet einstr•omendeLuft erzeugt einen Wirb el gegenden
Uhrzeigersinn(vgl. rotierender Trichter). Die Luft steigt letztlich auf.

T

3. Antizyklone (Hochdruck, Nordhalbkugel)
Das Abstr•omenvon LuftmassenerzeugteinenWirb el im Uhrzeigersinn.

4. Tropische Wirb elst•urme

Anm.: Der sogenannte
"
Badewannen-E�ekt\ (Ein
uss der Erdrehung auf das

Ausstr•omenvon Wasser)existiert nicht!

c) Freier Fall auf rotierender Erde

Vernachl•assige:

� Polschwankungen( _! 6= 0)

� Umlauf der Erde um die Sonne( •RS 6= 0; RS : Schwerpunkt der Erde)

W•ahle Koordinatensysteme

� K : Nullpunkt in RS, fest gegen•uber Sonne

� ~K , rotiert mit der Erde: Nullpunkt in RS

' : geographische Breite
in K : ! = (� ! ; 0; 0)
~K : (0; ~ex ; ~ey ; ~ez)

~ex : N ! S

~ey : W ! O

~ez : Normale am Ort P
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F = mg = ~F

! = ~! = (� ! cos'; 0; ! sin ' )

m
~d2

dt2
r = ~F � 2m~! � _~r

g = (0; 0; � ~g)
~d2

dt2
= •~x etc.

~g : statisch bestimmte Erdanziehungskraft, Summevon Zentrifugal- und Gravi-
tationskraft in Richtung � ~ez

S

N

�
2 � '

RS

ex
~ex

ez

'

~ez

R

P

~ex
•Aquator

Bewegungsgleichungen:

•~x = 2! sin' _~y (I I.7)
•~y = 2! sin' _~x � 2! cos' _~z (I I.8)
•~z = � ~g + 2! cos' _~y (I I.9)

Anfangsbedingungen:

_~r (0) = 0

r (0) = (0; 0; R + h); h > 0; R : Erdradius

Integration von (I I.7) mit Anfangsbedingungen:

_~x = 2! sin ' ~y (I I.10)

(I I.9): _~z = � ~gt + 2! cos' ~y (I I.11)
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Dies in (I I.8):

•~y = � 4! 2 sin2 ' ~y + 2! cos' ~gt � 4! 2 cos2 ' ~y

) •~y + 4! 2~y = 2~gt! cos' (I I.12)

(InhomogeneDi�erenzialgleichung zweiter Ordnung)
L•osungder homogenenDi�erenzialgleichung (harmonischer Oszillator):

~y0(t) = A sin2! t + B cos2! t

Partikul •are L•osungder inhomogenenDi�erenzialgleichung:

~y(t) = Ct
_~y = C
•~y = 0

) 4! 2Ct = 2~gt! cos' ) C =
~gcos'

2!

Anfangsbedingungen:

~y(0) = B = 0
_~y(0) = 2! A + C = 0

) ~y(t) =
~gcos'

2!

�
t �

1
2!

sin2! t
�

(Ostablenkung)

(I I.10): _~x(t) = ~gcos' sin'
�

t �
1

2!
sin2! t

�

Integration mit Anfangsbedingung:

~x(t) = ~gcos' sin'
�

t2

2
�

1 � cos2! t
(2! )2

�
(S•udablenkung)

(I I.11): _~z(t) = � ~gt + ~gcos2 '
�

t �
1

2!
sin2! t

�

~z(t) � R = h �
1
2

~gt2 + ~gcos2 '
�

t2

2
�

1 � cos2! t
(2! )2

�

| {z }
vertik ale Abweichung (f •allt langsamer)
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Entwickle f•ur ! t � 1

cos2! t = 1 �
1
2

(2! t)2 +
1
24

(2! t)4; 1 �
cos2! t
(2! )2

=
t2

2
+

t2

24
(2! t)2

sin2! t = 2! t �
1
6

(2! t)3 + : : :

t �
1

2!
sin2! t = t � t +

(2! )2

6
t3

)
~y(t) � ~gt2

3 cos' (! t) (E�ekt 1. Ordnung)
~x(t) � ~gt2

6 sin' cos' (! t)2 (E�ekt 2. Ordnung)

Die Ostablenkung~y(t) betr•agt in tiefen Bergwerksch•achten einigeZentimeter und
wurde bereits fr •uh beobachtet.

~z(t) � R � h �
1
2

~gt2

2

6
6
41 �

1
3

cos2 ' (! t)2

| {z }
E�ekt 2: Ordn ung

3

7
7
5

I I.9 Erg •anzungen

I I.9.A Literaturhin weise

� Raumzeitstruktur, Galilei-Gruppe, Bilanzgleichungen:

{ N. Straumann: Klassische Mechanik, Springer1987

{ F. Scheck: Klassische Mechanik, Springer1988

� Transformationsverhalten von Observablen:

{ S. Brandt, H. D. Dahmen:Physik I, Mechanik, Springer1987

� Nichtinertialsysteme

{ N. Straumann

I I.9.B Zusammenfassung

1. Die Raumzeit wird repr•asentiert als direkte Summeeinesdreidimensiona-
len und eineseindimensionalenEuklidischen Raumes.Ein Ereignis ist ein
Punkt diesesRaumes,spezi�ziert durch einenOrtsvektor r und eineZeit-
marke t bez•uglich einessogenannten Inertialsystems.
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2. Die Galilei-Gruppe ist eine Invarianzgruppe der Raumzeit, d.h. die Menge
der Ereignissegeht bei Galilei-Transformationenin sich •uber (Symmetrie).
Die Galilei-Gruppe hat zehnParameter.
Korrolar: •Aquivalenzaller Inertialsysteme,diedurch Galilei-Transformation
auseinandervorgehen.

3. Der mechanische Zustand einesMassepunktsist vollst•andig de�niert durch
einenPunkt (r ; _r ) im sechsdimensionalen� -Raum. Ein N -Teilchen-System
wird als Punkt im 6N -dimensionalen�-Raum beschrieben (Phasenraum).

4. Die Zeitentwicklung (Dynamik) ist determiniert durch die Newton'schen
Bewegungsgleichungen

mi •r i = F i (Zustand; t) im Inertialsystem

mi : tr •ageMasse,F i = F int
i + F ext

i : Kraft
Darstellung: Parameter-Darstellung,Bahnkurve, Phasenraumportr •at

5. F•ur abgeschlosseneSystemegilt das Galilei-Prinzip: Mechanische Geset-
ze sind invariant gegenGalilei- Transformationen.Die zehn Integrale der
Bewegungsind hier immer g•ultig, die Konstanten sind aber keine Galilei-
Invarianten (d.h. siesind abh•angig vom gew•ahlten Inertialsystem).

6. Die globale Impulserhaltung gilt auch f•ur nicht abgeschlosseneSysteme,
falls f•ur innere Kr •afte actio = reactio und f•ur die Summe der •au�eren
Kr •afte = 0 gilt.

7. Die globale Energieerhaltung gilt auch, falls innere Kr •afte Zentralkr •afte
(d.h. sie haben ein Potenzial) und explizit zeitunabh•angig sowie •au�ere
Kr •afte

"
wattlos\ sind:

Ekin + V = const

Falls •au�ere Kr •afte Potenzialkr•afte sind (aus U, @U
@t = 0, konservatives

System),gilt

Ekin + V + U = const:

8. Die globale Drehimpulserhaltung gilt auch (bez•uglich einesbeliebigen in
einemInertialsystem ruhendenBezugspunkts),falls innere Kr •afte Zentral-
kr•afte sind und die Summeder •au�eren Drehmomente = 0 ist.

9. Reibung zeichnet die Zeitrichtung aus: Relaxion. Bei einem getriebenen
harmonischen Oszillator f•uhrt siezu einemGrenzzyklus(Limit-Cycle).
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10. Bez•uglich eines Nicht-Inertialsystems treten in der Newton'schen Bewe-
gungsgleichung zus•atzlich Scheinkr•afte auf. Diesesind immer � mi . Speziell
treten bei einem rotierenden BezugssystemCoriolis- und Zentrifugalkraft
auf.
Einfache Ein-Teilchen-Probleme:

� Freier Fall (konstante Kraft)

� Harmonischer Oszillator (lineare Kraft)



Kapitel I I I

Mehrteilc hensysteme

I I I.1 Abgesc hlossenes Zw eiteilc hensystem: Ent-
kopplung

m1•r 1 = F 12(r 12) (Kraft von 2 auf 1)

m2•r 2 = F 21 = � F 12(r 12)

Transformation auf Schwerpunkt - und Relativ-Koordinaten:

R =
1

M
(m1r 1 + m2r 2); M = m1 + m2

r 2 := r 1 � r 2 = r 12 (Relativkoordinate)

) r 2 =
R
m2

(m1 + m2) �
m1

m2
r 1

r = r 1 +
m1

m2
r 1 �

R
m2

(m1 + m2)

r 1 = R + m2
m1+ m2

r
r 2 = R � m1

m1+ m2
r

) m1•r 1 = m1
•R +

m1m2

m1 + m2
•r = F 12(r ) j � m2

) m2•r 2 = m2
•R �

m1m2

m1 + m2
•r = � F 12(r ) j � m1

Addiere die beidenletzten Gleichungen() EinteilchenproblemI):

) M •R = 0

53
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bzw. subtrahiere() EinteilchenproblemII):

� •r = F 12(r )
� = m1m2

m1+ m2

� = reduzierteMasse

Die Bewegungsgleichungenbez•uglich R und r entkoppeln also.Damit erh•alt man
zwei unabh•angigeEinteilchenprobleme.Dies geht im Allgemeinen bereits nicht
mehr f•ur Dreiteilchenprobleme.

Erhaltungss •atze

a) Impulserhaltung

_P = m1•r 1 + m2•r 2 = M •R = _PS = 0

Der Relativimplus tr •agt nicht zum Gesamtimpuls bei.

b) Energieerhaltung

F 12 = � gradV(jr j)

E = Ekin + V = const

Ekin =
1
2

m1 _r 2
1 +

1
2

m2 _r 2
2

m1 _r 2
1 =

m2
2m1

(m1 + m2)2
_r 2 + m1

_R
2

+ 2
m1m2

(m1 + m2)
_r _R

m2 _r 2
2 =

m2
1m2

(m1 + m2)2
_r 2 + m2

_R
2

� 2
m1m2

(m1 + m2)
_r _R

) Ekin =
1
2

M _R
2

+
1
2

� _r 2

Die Gesamtenergieist alsoadditiv:

E = ES + Er = const

)
ES =

1
2

M _R
2

= const

Er =
1
2

� _r 2 + V(jr j) = const
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c) Drehimpulserhaltung

L = m1r 1 � _r 1 + m2r 2 � _r 2

= m1R � _R +
m1m2

m1 + m2
r � _R +

m1m2

m1 + m2
R � _r +

m1m2
2

(m1 + m2)2
r � _r

+ m2R � _R �
m1m2

m1 + m2
r � _R �

m1m2

m1 + m2
R � _r +

m2m2
1

(m1 + m2)2
r � _r

L = (m1 + m2)R � _R + �r � _r = LS + L r = const

) LS = M R � _R = const
L r := �r � _r = const

(da R und r ungekoppelt sind)

DasabgeschlosseneZweiteilchensystem,entkoppelt in Relativ- und Schwerpunkts-
koordinaten, f•uhrt exakt zu zwei Einteilchenproblemen.Dies bedeutet:

� Die Bewegungsgleichungen sind entkoppelt.

� Alle Observablen werdenin die entsprechendenTeile aufgespalten.

� Die Bilanzgleichungengelten getrennt f•ur R- und r -Koordinaten.

� Dies funktioniert nicht in Anwesenheit•au�erer Kr •afte.

Anmerkungen

1. DieseEntkopplung ist f•ur N > 2 im Allgemeinennicht m•oglich.

2. Selbst die Schwerpunktsbewegung l•asst sich im Allgemeinen nicht exakt
separieren(Reduktion N -Teilchen-Problem! (N � 1)-Teilchen-Problem).

3. Jakobi-Koordinaten (vgl. Kap. I I I.5) sind verallgemeinerteSchwerpunkts-
und Relativkoordinaten:

(r 1; r 2; : : : ; r N ) ! (R; �
1
; : : : ; �

N � 1
)

Problem: Die kinetische Energie bleibt entkoppelt (wie in den urspr•ungli-
chen Koordinaten), aber die potenzielleEnergie separiert im Allgemeinen
nicht ( •Uberlagerungvon Zweik•orperkr•aften). Eine Ausnahmesind lineare
Systeme.

V(R; �
1
; : : : ; �

N � 1
) 6= V0(R) + ~V(�

1
; : : : ; �

N � 1
)
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4. Wir wissenzwar, dasssich R bez•uglich einer Inertialbasis gleichf•ormig ge-
radlinig bewegenmuss, k•onnen aber dessenBahnkurve trotzdem nur be-
rechnen, indem wir dasGesamtproblem l•osen(oder N•aherungenmachen).

5. COM-Basis (center of mass): R = 0. Dies ist eine n•utzliche Basis, aber
Transformationenauf das Labor- Systemerfordern die Kenntnis von R(t).
Diesesist wieder nur nach L•osungdesGesamtproblems bekannt.

I I I.2 Kepler-Problem

Ziel: Herleitung der verschiedenenBahntypen ausdem Kraftgesetz.

F ij (r ij ) = � G
mi mj

r 2
ij

r ij

jr ij j
r ij = r i � r j

F ij : Kraft von j auf i

I I I.2.A Erhaltungss •atze

Zwei-K•orper-Problem:r 12 = r

) � •r = � G
m1m2

r 2

r
jr j

; G = 6; 67� 10� 11 m3

kgs2

Drehimpulserhaltungssatz:Die Bewegungverl•auft in einerEbene,die durch r (t =
0) und v(t = 0) aufgespannt wird. Man w•ahlt ebenePolarkoordinaten:

x(t) = r (t) cos' (t)
y(t) = r (t) sin' (t)

_x = _r cos' � r sin' _'

_y = _r sin ' + r cos' _'

Relativ-Drehimpuls:

L x = �r � _r = const

L r x = L r ;y = 0

L r z = � (x _y � y _x) = �r 2 _'

) _' (t) =
L r z

�r 2(t)
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U = �
A
r

(Gravitationspotenzial)

F 12 = �r U = �
A2

jr j2
r

jr j
) A = Gm1m2 > 0 (anziehend)

Relativ-Energie/Energiesatz:

_x2 + _y2 = ( _r 2 + r 2 _' 2 � _r r sin' cos' _' + _r r sin ' cos' _' )

const= Er =
1
2

� ( _r 2 + r 2 _' 2) �
A

r (t)
=

1
2

� _r 2 +
1

2�
L2

r z

r 2
�

A
r| {z }

Ve�

EindimensionalesProblem mit e�ektiv em Potenzial (=Gra vitation+Zen trifugal-
Potenzial)

V

r

Ve�

VZ

U

I I I.2.B Bahnkurv e in Polark oordinaten (Kon�gurations-
raum)

r = r (' )
dr
dt

=
dr
d'

� _' =
dr
d'

L r z

�r 2

Koordinatentransformation:

� (' ) :=
1

r (' )
;

d�
d'

= �
1
r 2

dr
d'

Durch Drehimpuls ausgedr•uckt:

) _r = �
d�
d'

L r z

�
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Setze _r in Energiesatzein:

Er =
L2

r z

2�

" �
d�
d'

� 2

+
1
r 2

#

�
A
r

= const j �
2
A

Parameter:

l :=
L2

r z

A�
> 0; l = 0 : Bewegungdurch Zentrum

) l
�

d�
d'

� 2

+
l

r 2
�

2
r

=
2Er

A
j � l

De�niere dann

! (� ) � � l � + 1 = �
l
r

+ 1 ) r = �
l

! � 1
;

also

! 2 =
l2

r 2
�

2l
r

+ 1

und

d!
d'

=
d!
d�

d�
d'

= � l
d�
d'

)
�

d!
d'

� 2

+ ! 2 =
2Er l

A
+ 1 � � 2

(inhomogene,nichtlineare Di�erenzialgleichung erster Ordnung)

L•osung:

! (' ) = � � cos(' � ' 0); � � 0

Bew eis:

d!
d'

= � � sin(' � ' 0)
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Zur•uck in urspr•ungliche Koordinaten:

r = �
l

! � 1
=

� l
� � cos(' � ' 0) � 1

� 0

r (' ) =
l

� � cos(' � ' 0) + 1

(PolarkoordinatendarstellungeinesKegelschnitts)
� =

"
Exzentrizit •at\

Ein anderesVorzeichen bei � f•uhrt nur zu einer anderenPhase' 0. Im folgenden
wird ' 0 � 0 und dasVorzeichen bei � positiv gew•ahlt.

I I I.2.C Transformation auf kartesisc he Ko ordinaten

VerschobenesKoordinatensystem(Kraftzentrum nicht im Nullpunkt)
Ansatz:

x = r cos' + c r =
l

1 + � cos'
(Bahn)

y = r sin '

r 2 = l2

�
1

1 + � cos'

� 2

= l2

�
1 �

� cos'
1 + � cos'

� 2

= (l � �r cos' )2

Andererseits:

r 2 = (x � c)2 + y2 = [l � � (x � c)]2

Ziel: c so bestimmen,dassdie in x linearenTermeverschwinden.

x2 � 2cx|{z} + c2 + y2 = l2 + � 2x2 � 2xc� 2
| {z } + c2� 2 � 2l �x|{z} +2 l�c (I I I.1)

Also:

� 2cx != � 2cx� 2 � 2l �x

c(1 � � 2) = l �

) c =
�l

1 � � 2
� 6= 1 (Er 6= 0)

Restterme:

(1 � � 2)x2 + y2 = � c2 + l2 + c2� 2 + 2l�c

= c2(� 2 � 1) + l2 + 2l�c

= �
� 2l2

1 � � 2
+ l2 +

2l2� 2

1 � � 2
= l2 � � 2 + (1 � � )2 + 2� 2

1 � � 2
= l2 1

1 � � 2
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(1 � � 2)2

l2
x2 +

1 � � 2

l2
y2 = 1

a2 :=
l2

(1 � � 2)2

b2 :=
l2

1 � � 2
=

l2

(1 � � 2)2
�

� 2l2

(1 � � 2)2
= a2 � c2 ? 0

x2

a2
+

y2

a2 � c2
= 1 Kegelschnitt

i. Er < 0: gebundene Zust •ande

1 � � 2 = �
2Er l

A
> 0 ) 0 < � < 1

c2

a2
= � 2 ) c < a

a =
l

1 � � 2
=

A
2jEr j

b2 = al > 0

B1 B2

b

y

x

r

c j

P

Kraftzentrum

a

a � c = a(1 � � ) = l
1+ �

x2

a2
+

y2

b2
= 1 Ellipse

� = 0 : a2 = b2 Kreis
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ii. Er > 0: Streu-Zust •ande

1 � � 2 = �
2Er l

A
< 0 ) � > 1 ) c > a

b2 = a2 � c2 < 0
x2

a2
�

y2

b2
= 1 2 Hyperbel•aste

Asymptoten:

r =
l

1 + � cos'
r ! 1 : � cos' 1 = � 1

y

x
c

a

P

j ¥
j

PhysikalischerAst
beiAnziehung

Bei Absto�ung wird der linke Ast realisiert.

iii. Er = 0

� = 1 (oben ausgeschlossen) a = c ) b= 0

(I I I.1) �x2 � �2cx + �c2 + y2 = l2 + �x2 + �2cx + �c2 � 2lx + 2lc

y2 = 2lx � 2lc � l2 = 0

c frei w•ahlbar: c � 0
Parabel:

y2 = l2 � 2lx

l
2
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I I I.2.D Kepler'sc he Gesetze

1. Gesetz

Die gebundenenBahnensind Ellipsen. DasKraftzentrum ist in einemder Brenn-
punkte.
Schwerpunktsystem:

R � 0 (=Kraftzen trum)

r 1 =
m2

m1 + m2
r

r 2 = �
m1

m1 + m2
r

In ebenenPolarkoordinaten:

r1(' 1) =
m2

m1 + m2

l
� cos' 1 + 1

0 < � < 1

r2(' 2) =
m1

m1 + m2

l
� cos' 2 + 1

' 2 = ' 1 + �

cos' 2 = cos(' 1 + � ) = � cos' 1

(vgl. Abb. unten)
m1 = m2 : Ma�stabsfaktor:

f 1 =
m1

m1 + m2
=

m2

m1 + m2
= f 2 =

1
2

) l1;2 !
l
2

x ,x1 2

j 1

m1

m2

1 2

“elastische Hantel”, sich bewegend um=0R

r2

r1

d.h. a1 = a2 =
a
2

b1 = b2 =
b
2

etc.

Der Schwerpunkt ist der gemeinsameBrennpunkt beider Ellipsen. Die beiden
Ellipsen sind um ' 0 = � zueinanderverkippt.
m1 � m2 :

f 1 =
m2

m1 + m2
� 1; f 2 � 1

r2 � r1 � r
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x ,x1 2

m1

m2

1

2

2. Kepler'sc hes Gesetz

Die Fl•achengeschwindigkeit ist konstant.

dF = jr � dr j

dF
dt

=
1
2

jr � _r j =
1

2�
jL r j = const

(gilt im Schwerpunktsystemauch f•ur die Einzelbahnen)

3. Kepler'sc hes Gesetz

Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten (um die Sonne)verhalten sich wie
die Kuben der gro�en Halbachsen.
F•ur den gesamten Umlauf t = T ist F = � ab.

dF
dt

!
F
T

=
L r z

2�
) T =

2�� ab
L r z

�
T
2�

� 2

=
� 2a2b2

L2
r z

(b2 = al )
=

� 2a3l
L2

r z

�
l= L 2

r z
A�

�

=
�a 3

A
=

a3

(m1 + m2)G

m1 � m2 = MSonne(gleicher Zentral-Stern)

)
T2

a3
� const f•ur alle Planetenbahnen(mechanische •Ahnlichkeit)

I I I.2.E Bertrand-Theorem (1873)

Sei f•ur einengebundenenZustand

F 21 = f (r 12)
r 21

jr 21j
(Zentralkraft) ;

so existierengeschlosseneBahnen f•ur alle Anfangsbedingungennur f•ur

f (jr 12j) �
1

jr 12j2
und f (r 12) � jr 12j:
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Energiesatz:

Er =
1

2�
( _r 2 + r 2 _' 2) + U(r ) =

1
2�

_r 2 + Ve�

Ve� =
1

2�
L2

r z

r 2
+ U(r )

rmin rmax r

E

Veff

rmin

rmaxr=
| |=

0
(nicht 0)v

Geschlossen für alle
Anfangsbedingungen

rmin rmax

r

E
Veff

rmin

rmax

Geschlossen

U~| |²r
harmonischer Oszillator, isotrop

rmin
rmin

rmax

nicht-geschlossen bei Störungen
z.B. Perihel-Drehung
(Lissajous-Figuren)
(Rosettenbahnen)

U = � A
r

L2
r z > 0

Ve� = 1
2�

L 2
r z

r 2 + 1
2kr 2

I I I.2.F Lenz'sc her Vektor

Def.:

L := � _r � L r � �A
r

jr j

A = Gm1m2 > 0

L ? L r ; L r ? r ) L in Bewegungsebene

Behauptung:

dL
dt

= 0
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Beweis:

� •r = �
A
r 2

r
jr j

(Newton)

L r = �r � _r

) � •r � L r = �
�A
r 3

[r � (r � _r )]

Rechte Seite = �
�A
r 3

�
r (r _r ) � r 2 _r

�
; r � _r =

1
2

d
dt

(r � r ) =
1
2

d
dt

(r 2) = r _r = r j _r j

= �
�A
r 3

[r j _r j � _r jr j]

d
dt

�
r

jr j

�
=

r j _r j � _r jr j
jr j2

Quotientenregel

) Rechte Seite = �A
d
dt

�
r

jr j

�

_L r = 0:

)
d
dt

(� _r � L r ) = � •r � L r

)
d
dt

�
� _r � L r � �A

r
jr j

�
= 0 ) L = const

L : Vorzugsrichtung in Bewegungsebene.
Es gibt bez•uglich Relativkoordinaten maximal sechs Integrale der Bewegung
(=Anfangsbedingungen).
Interpretation:

1. Eine Konstante legt fest, wo sich auf der Bahn dasTeilchen zur Zeit t
be�ndet (Ged•achtnis)

2. Er

3.-5. L r

6. •uber L (L ? L r )
Es handelt sich alsoum ein integrablesSystem(falls nicht integrabel: nur E w•are
Erhaltungsgr•o�e).

Orien tierung von L

(! Nolting)
Betrachte

L r = � ( _r � L r )| {z }
� (r � _r )L r = L 2

r (Spatpro dukt)

r � �Ar

L r = jL jr cos'
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) �Ar + jL jr cos' = L2
r = const

r +
jL j
�A|{z}
� �

r cos' =
L2

r

�A
= l

) jL j = ��A

Falls Kreisbahn: � = 0, jL j = 0

) r =
l

1 + � cos'
L in Richtung gro�er Halbachsea

L k x

Der Lenz'sche Vektor ist nur f•ur das1=jr j - Potenzial eineErhaltungsgr•o�e.

I I I.3 Streuung im Zentralfeld

I I I.3.A Problemstellung

Schwerpunkts- (R) und Relativkoordinaten (r ):

r = r 1 � r 2

v = _r 1 � _r 2

� =
m1m2

m1 + m2

M •R = 0 ) _R = V ext = const

� •r = F 21(r ) = �r U(jr j)

Er =
1
2

�v 2 + U(jr j)

L r = �r � v = const

Annahme:

U(jr j) = const f•ur jr j > a

) F 21(r ) = 0 f•ur jr j > a (begrenzteReichweite) ) asymptotische Bewegungen
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Def. Sto�problem (" zentraler Sto� \ )

Anfangszustandf•ur t ! �1 : jr j > a freies
"
Teilchen\ mit Geschwindigkeit v

Sto�parameter b:

L r = const ) ebeneBewegung
1
�

L r = r � v

) jL r zj = �bv = const

b=
jL r zj
�v

Abstand, in dem ein Teilchen ohne Wechselwirkung am Zentrum vorbei
iegen
w•urde.
Endzustand:

t ! + 1 jr j > a Freies
"
Teilchen\ mit v0

"
INPUT-OUTPUT-Analyse\ (systemtheoretischer Aspekt), die genaueBahn in-

teressiertnicht.

Streuv organg

Elastischer Sto�:

Er = const

jr j > a : Er =
1
2

�v 2 = const

) jvj = jv0j =

s
2Er

�
b=

jL r z j
p

2�E r

v2 = _r 2 + r 2 _' 2 = _r 2 +
1
� 2

L2
r z

r 2
(ebenePolarkoordinaten)



68 KAPITEL II I. MEHRTEILCHENSYSTEME

Mindestabstand:

Er = Ve� (rmin ) = U(rmin ) +
L r z

2�r 2
min

( _r = 0!)

Hilfsvektor (Impuls•ubertrag):

k � � (v0 � v)

k = 2�v sin
#
2

# : Ablenkwinkel

F•ur eine ebene Bewegung und jv0j = jvj ist # die einzige Unbekannte (ebener
Sto�).

1
� k

v sin #
2

I I I.3.B Berechnung von #

Drehimpulssatz:

L r z = �r 2 _' ebenePolarkoordinaten

) L r zdt = �r 2d' ) dt =
�r 2

L r z
d' (I I I.2)

Energiesatz:

Er =
1
2

� _r 2 +
1

2�
L2

r z

r 2
+ U(r )

) _r =
�

2
�

�
Er � U �

L2
r z

2�r 2

� � 1
2

) dt =
dr

r
2
�

�
Er � U � L 2

r z
2�r 2

� (I I I.3)

(I I I.2)=(I I I.3):

d' =
L r zdr

r 2

r

2�
�

Er � U � L 2
r z

2�r 2

� =
bdr

r 2
q

1 � U
E r

� b2

r 2
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Integration •uber korrespondierendeGrenzen:

Z ' (r !1 )

' (r min )
d' = ' (r ! 1 ) � ' (rmin ) = ' 1 =

Z 1

r min

: : : dr

da ' (rmin ) = 0 vgl. Zeichnung

Kraftzentrum

a

r

b

x

rmin

Asymptote
(t ® ¥)

Asymptote
(t ® -¥)

J

j ¥

j ¥

Wechselwirkungs-
bereichF2  1¹ 0

physikalischer Ast
bei Absto�ung

z.B. U = + A
r

' 1 =
Z 1

r min

bdr

r 2
q

1 � U
E r

� b2

r 2

# = j� � 2' 1 j

0 � # � �

I I I.3.C R •ucktransformation auf die Teilchen-Ko ordinaten

r 1 = R +
m2

m1 + m2
r

r 2 = R �
m1

m1 + m2
r
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a) Lab orsystem:

V : Schwerpunktgeschwindigkeit
vor dem Sto�:

v1 := V +
m2

m1 + m2
v

v2 := V �
m1

m1 + m2
v

nach dem Sto�:

v0
1 := V +

m2

m1 + m2
v0

v0
2 := V �

m1

m1 + m2
v0

V =
m1v1 + m2v2

m1 + m2
= V 0 unver•andert

) v0
1 =

m1v1

m1 + m2
+ �m2v1

m1 + m2
+

m2

m1 + m2
(v2 � �v1)| {z }

= � v

+
m2

m1 + m2
v0

k
m1

=
m2

m1 + m2
(v0 � v)

m1v0
1 = m1v1 + k

m2v0
2 = m2v2 � k

k = Impuls•ubertrag

b) Schwerpunktsystem

R � 0 ) V = 0

u : Schwerpunktsystem,v : Laborsystem;vor dem Sto�:

u1 �
m2

m1 + m2
v = v1 � V

u2 � �
m1

m1 + m2
v = v2 � V

) u2 = �
m1

m2
u1

) jp
1
j = m1ju1j = m1

m2

m1
ju2j = jp

2
j
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Elastischer Sto�:

jv0j = jvj )
�

ju0
1j = ju1j

ju0
2j = ju2j

Wie im Laborsystemgilt auch hier (wegenu0
1 = v0

1 � V etc.)

m1u0
1 = m1u1 + k

m2u0
2 = m2u2 � k

Schwerpunktsystem:

jp
1
j = jp

2
j = jp0

1
j = jp0

2
j

p1

p2

p1’

p2’

J

J

Beim ebenenSto� ist # ausden Sto�parametern und U(r ) zu berechnen.

Streuformeln: (Zen tralkraft, ebener Sto�-Prozess)

Er =
1
2

�v 2 + U(jr j) =
1
2

� _r 2 +
1

2�
L2

r z

r 2
+ U(r )

rmin : Er =
1

2�
L2

r z

r 2
+ U(rmin ) ( _r = 0)

b =
jL r z j
�v

=
jL r z j

p
2�E r

v : au�erhalb Streubereich (freies Teilchen)

' 1 =
R1

r min

bdr

r 2
q

1� U
E r

� b2

r 2

# = j� � 2' 1 j
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I I I.3.D O�enes Zweiteilc hensystem: Inelastisc her Sto�

Es gilt der Impulssatz

•R = 0

Energiesatz:

Er =
1
2

�v 2 =
1
2

�v 02 + Q

) jv0j =
�
v2 � Q

2
�

� 1
2

; Q �
1
2

�v 2 = Er

Annahme: Q geht •uber in andere(thermische) Freiheitsgradeund verschwindet
damit ausder mechanischen Energiebilanz.Dann gilt:

E tot =
1
2

M V 2 + Er �
1
2

M V 2

Satz von Carnot •uber die obere Grenzeder Energieumwandlung beim inelas-
tischen Sto�.
Falls die f•ur die Wechselwirkung verantwortliche Kraft keine Zentralkraft ist,
mussder Sto�prozesskein ebenerSto� sein.Zur Beschreibung gen•ugt dann nicht
nur ein Streuwinkel.

I I I.3.E Di�erenzieller Streuquersc hnitt (T eilchenstrahlen)

Betrachtung in dreidimensionalemRaum (Zylindersymmetrie).
Def.:

� (
)d
 =
Zahl der im Raumwinkel d
 pro Zeit gestreutenTeilchen

einfallendeTeilchenintensit•at I
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h

FM

dq

q
z

R

“Kugelschicht”

Z

Kugelschicht-Mantel
 •ache (Z =Kugel-Zentrum):

FM = 2� Rh dFM = 2� Rdh

Kugelkoordinaten: z = r cos#; dz = � r sin#d#

) dh = r sin#d#

dFM = 2� R2 sin#d# (Fl •achenelement in Kugelkoordinaten)

Raumwinkel:

d
 =
dFM

R2
= 2� sin#d#

Anmerkung: Zum Begri� Raumwinkel vergleiche:

dj

R

dW

R

ebenerWinkel d dj= l/R Raumwinkel d dW= F/R2

dl
dF
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db

b

v

Zentrum

a

r

dJ

J

dW

2 d
(Ringfläche)
pb b

| |r ? a*  )

z

I

� ) Kugelradius r liegt im Fernbereich (d.h. dort wo die Detektoren sind). F•ur
r ! 1 ist aber # identisch mit dem Streuwinkel zwischen v und v0 (anders als
im Bild zu sehen).

d
 = 2� sin#d# (# : Streuwinkel)

2� bdbI| {z }
Intensit•at durch Ring

= � d
 I| {z }
Intensit•at durch Kugelschicht

2� bdb = � 2� sin#d#

) � (#) =
b(#)
sin#

�
�
�
�
db
d#

�
�
�
� DimensionFl•ache

Gesamte Streurate (totaler Streuquerschnitt):

� tot =
Z

� (
)d
 = 2�
Z �

0
� (#) sin#d#

I I I.3.F An wendungen

i. Kein Poten tial, U(r ) = 0

) Er =
L2

r z

2�r 2
min

; rmin =
L r zp
2�E r

= b

' 1 = b
Z 1

b

dr

r
p

r 2 � b2
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Integraltafel:
R

dx

x(x2 � � 2)
1
2

= 1
� arccos�

x ; � = b;x = r

' 1 = arccos0 � arccos1 =
�
2

# = � � 2' 1 = 0

Also gilt unabh•angig von b:

) # = 0 = const )
db
d#

= 0 ) � = 0

ii. Harte-Kugel-P otenzial

U(r ) =
�

0
1

f•ur
r � R0

r < R0

rmin =
�

R0

b
falls

b < R0

b > R0

v

v’

b

R0

J
j ¥

Bahnen =Asymptoten (Geraden)

b> R0 : Wie Fall i.
b< R0 :

' 1 = b
Z 1

R0

dr

r (r 2 � b2)
1
2

=
�
2

� arccos
b

R0

) # = � � 2' 1 = 2arccos
b

R0

) cos
#
2

=
b

R0
< 1
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Damit ist also

b= R0 cos
#
2

)

�
�
�
�
db
d#

�
�
�
� =

R0

2

�
�
�
�sin

#
2

�
�
�
�

� =
b

sin#

�
�
�
�
db
d#

�
�
�
� =

bR0

2sin#

�
�
�
�sin

#
2

�
�
�
� =

R2
0

2sin#
cos

#
2

sin
#
2

sin2� = 2sin� cos�

) � (#) =
R2

0

4
isotrop

J

R0

J = p

J = 0

iii. 1
r -Potenzial

U(r ) = �
A
r

(Gravitation, Coulomb)

Betrachte Bahnkurve (physikalischer Hyperbelast):

x2

a2
�

y2

c2 � a2
= 1 ) c2 � a2 > 0

� =
c
a

> 1

Polarkoordinaten:

r =
l

1 + � cos'
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r ! 1 :

� cos' 1 ! � 1

cos' 1 = �
1
�

tan ' 1 = �

p
1 � cos2 ' 1

cos' 1
= � �

�
1 �

1
� 2

� 1
2

= � (� � 1)
1
2

= �
�

2Er l
A

� 1
2

(vgl. I I I.2)

l =
L2

r z

A�
; b2 =

L2
r z

2�E r
)

2Er L2
r z

A2�
=

4E 2
r b2

A2

) tan ' 1 = �
2bEr

A
Er =

�
2

v2 (im 1 )

tan ' 1 = �
�bv 2

A

tan ' 1 = cot
� �

2
� ' 1

�
= cot

#
2

cot
#
2

=
�bv 2

A

b ! 1 # ! 0
b ! 0 # ! �
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Di�erenzieller Streuquerschnitt:

� (#) =
b

sin#

�
�
�
�
db
d#

�
�
�
�

b(#) =
A

�v 2
cot

#
2

db
d#

= �
1
2

A
�v 2

1
sin2 #

2

� (#) =
A cot #

2

sin# �v 2

A
2�v 2

1
sin2 #

2

sin# = 2sin
#
2

cos
#
2

� (#) =
A2

4� 2v4

1
sin4 #

2

Anisotrop. Divergiert f•ur # = 0 (Vorw•artsstreuung)und # = � . Ebensodivergiert
die gesamte Streurate(unendlicheReichweite der Wechselwirkung).Streuszenario
eigentlich nicht g•ultig!

An wendung: Rutherford-Streuung

Coulomb-Gesetz:

A =
1

4� � 0
e1e2; ei ? 0 (Ladung)

m1 = M 1 � m2 :

m1 = Kernmasse

m2 = Massedes� -Teilchens

e2 = 2e1

A
�

'
e1e2

4� � 0m2
? 0

Das Vorzeichen hat keinenEin
uss in der Streuformel.
Beachte: Das Coulomb-Potenzial wird durch die Elektronenh•ulle abgeschirmt,
somit ist � tot endlich (Teilchen mit Sto�parameter � Atomradius erfahrenkeine
Ablenkung mehr; f•ur die Gravitation gibt esdagegenkeineAbschirmung).
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I I I.4 Lineare N -Teilchen-Systeme:
Normal-Sc hwingungen

Anmerkung: Analytisch l•osbareModelle typischerweiseim Bereich von Ein- und
Zwei-Teilchen-Problemen.Hier ein analytisch l•osbaresN -Teilchen-Problem.

Struktur-Mo dell:

Schwingungenum die Gleichgewichtskon�guration. Die Gleichgewichtskon�gura-
tion ist gekennzeichnet durch minimale Energie.

E =
NX

i =1

1
2

mi v2
i + V(r 1; r 2; : : : ; r N )

Gleichgewichtszustand:

@V
@r i

�
�
�
�
0

= 0 i = 1; 2; : : : ; N

SeiY = f yi ; i = 1: : : 3N g = f r 1; : : : ; r N g Kon�gurationsraum (3N -dimensional)

@V
@yj

�
�
�
�
0

= 0 ) f yj 0g "
Struktur\

Tayloren twic klung (um Gleic hgewic ht):

V(y1; : : : ; y3N ) � V (y01; : : : ; y03N ) +
X

i

@V
@yi

�
�
�
� uj

+
1
2

X

j;j 0

�
@2V

@yj @yj 0

�

yj = yj 0 ;y j 0= yj 00

(yj � yj 0)(yj 0 � yj 00)

) V(y10 + u1; y20 + u2; : : :) = const+
1
2

X

j;j 0

Vj j 0uj uj 0 uj = yj � yj 0

wobei (uj = Auslenkungder Koordinate yj ausGleichgewicht yj 0)

Vij �
@2V

@yi @yj

�
�
�
�
yi = yi 0

=
@2V

@ui @uj

�
�
�
�
0

•uj = •yj

@V
@yj

=
@V
@uj

etc.
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mj •uj = �
@V
@uj

= �
X

i

Vj i ui

Gekoppeltes (lineares)Systemvon Gleichungen j = 1; 2; : : : ; 3N
Matrix-Schreibweise:

M :=

0

B
B
B
@

m1 0 0 � � �
0 m2 0 � � �
0 0 m3 � � �
...

...
...

. . .

1

C
C
C
A

(V) ij := Vij

M •U = � VU

U = f u1; : : : ; u3N g : 3N -dimensionalerAuslenkungsvektor

Normalsc hwingungen

Komplexer L•osungsansatz(lineare Gleichung):

U = A exp(� i! t)

(= De�nition von Normalschwingungen: Alle Auslenkungenhaben gleiche Fre-
quenz!)

) (V � ! 2M )A = 0 Eigenwertgleichung

Charakteristische Gleichung:

det jV � ! 2M j = 0

Gleichung 3N -ten Grades) 3N L•osungen! 2
� , � = 1; 2; : : : ; 3N . Die zugeh•ori-

gen Eigenvektoren A � werden dann bestimmt nach Einsetzen von ! � aus der
Eigenwertgleichung (sieheBeispieleingespannte Kette, Kap. I I I.4.A).

Allgemeine L•osung

•Uberlagerungvon Normalschwingungen(Superpositionsprinzipgilt, da Gleichun-
gen linear). Mit der •Uberlagerungtreten nun mehrereFrequenzenauf).
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Beispiel: Einatomige lineare Kette

i = 1; 2; :::N

m f f

a ui ui+1

mj = m

Gleichgewichtsstruktur:

yi = yi 0

yi 0 = yi � 1;0 + a

N•achsteNachbar-Wechselwirkung(Zweik•orperkr•afte), interpretierbar als
"
Feder-

kr•afte\

V =
X

j

1
2

f (uj � uj +1 )2 �
1
2

X

j;j 0

Vj j 0uj uj 0

Vl l = 2f ; Vl ;l � 1 = � f
@V
@ul

= f (ul � ul+1 ) � f (ul � 1 � ul )

m•ul = � f (2ul � ul � 1 � ul+1 )

Ansatz: ul = A l exp(� i! t)

) � m! 2A l + 2f A l � f A l � 1 � f A l+1 = 0

Charakteristische Gleichung: Tridiagonalmatrix:

det

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

...
...

...
...

...
� � � 0 � f 2f � ! 2m � f 0 � � �

� � � 0 � f 2f � ! 2m � f 0 � � �
� � � 0 � f 2f � ! 2m � f 0 � � �

...
...

...
...

...

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

= 0

Darausergeben sich N L•osungenf•ur ! 2.

I I I.4.A Eingespann te Kette

N = 2; u0 = 0; u3 = 0
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m•u1 = � f (2u1 � u2)

m•u2 = � f (2u2 � u1)

ul = A l exp(� i! t)

•ul = � A l ! 2 exp(� i! t)

(m! 2 � 2f )A1 + f A2 = 0

(m! 2 � 2f )A2 + f A1 = 0

�
m! 2 � 2f f

f m! 2 � 2f

� �
A1

A2

�
= 0

Eigenfrequenzen:

det

�
�
�
�

2f � m! 2 � f
� f 2f � m! 2

�
�
�
� = 0

) (2f � m! 2)2 � f 2 = 0

4f 2 � 4f ! 2m + ! 4m2 � f 2 = 0

(! 2m)2 � 4f (! 2m) + 3f 2 = 0

! 2
1;2m = 2f � (4f 2 � 3f 2)

1
2

! 2
1;2 =

2f
m

�
f
m

! 1 =
�

3f
m

� 1
2

! 2 =
�

f
m

� 1
2

Eigenfunktionen (= Moden):
�

2f � m! 2
i � f

� f 2f � m! 2
i

�  
A(i )

1

A(i )
2

!

=
�

0
0

�
i = 1; 2

�
� f � f
� f � f

�  
A(1)

1

A(1)
2

!

=
�

0
0

�
) A(1)

1 = � A (1)
2 ! 

�
f � f

� f f

�  
A(2)

1

A(2)
2

!

=
�

0
0

�
) A(2)

1 = A(2)
2 !!



I I I.4. LINEARE N -TEILCHEN-SYSTEME: NORMAL-SCHWINGUNGEN 83

I I I.4.B Kette " ohne Rand \ : perio dische Randb edingun-
gen

Translationsinvarianz

Ansatz:

A l = A(k) exp(ikal)
) A l+1 = A l exp(ika)
) A l � 1 = A l exp(� ika)

9
=

;
in Newton'sche Bewegungsgleichung

� m! 2(k)A(k) = � f A(k)(2 � exp(� ika) � exp(ika))

= � 2f A(k)(1 � coska)

) ! 2(k) =
2f
m

(1 � coska)

4
�

sin
�
2

� 2
= 2(1 � cos� )

! (k) = +

r
f
m

2sin
ka
2

Dispersionsrelation

2
q

f
m

ul (t) = Re (A(k) exp(i( kal � ! t)))

Periodendauer:

ul (t + T) != ul (t)

) exp(� i! T) = 1

) ! T = 2� ) T =
2�
!

Periodische Randbedingungen:

ul+ L (t) != ul (t) (Ring)

exp(ikaL) = 1
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k =
2�
aL

n; n = 0; � 1; : : : ; �
L
2

diskret, L gerade

Moden-Zahl:L=Zahl der Atome (eindimensional)

Wellenl •ange:

k =
2�
�

) � =
aL
n

� min = 2a

) nmax =
L
2

kmax =
2�

� min
=

�
a

Verallgemeinerungen:

� ZweiatomigeKette

� DreidimensionalesGitter

� erweiterte Wechselwirkungen

� verschiedeneRandbedingungen
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I I I.5 Erg •anzungen

I I I.5.A Zusammenfassung

1. Das abgeschlosseneZweik•orperproblem und das lineare N -K•orperproblem
sind exakt l•osbareProbleme.

2. Das Zweik•orperproblem wird durch die Separation in Schwerpunkts- und
Relativkoordinaten gel•ost.

3. F•ur N > 3 ist die Abseparation des Schwerpunkts im Allgemeinen nicht
m•oglich. Ansonstenw•arejedesN -K•orper-Problemstufenweisereduzierbar� ) .

4. Erhaltungsgr•o�en (Energie,Drehimpuls etc.) schr•anken m•ogliche Bahnkur-
ven ein.

5. Streuproblemesind als Zweik•orperproblemeebenfallsexakt l•osbar,falls die
inneren Kr •afte Zentralkr •afte sind (ebenerSto�).

� ) Exkurs: Worin liegt das Problem?

Betrachte 1-dimensionalenFall:
a) Relativkoordinaten
Anzahl

x � � :
N (N � 1)

2
+ 1 Schwerpunktskoordinate.
N = 2 : 2 Koordinaten
N = 3 : 4 Koordinaten (k•onnenalsonicht unabh•angig sein)
b) Jacobi-Koordinaten, systematische

"
AbseparationdesSchwerpunkts\

� 1 = x1 � x2

� 2 =
1
2

(x1 + x2 � 2x3)

� 3 =
1
3

(x1 + x2 + x3 � 3x4)

...

� l =
1
l
(x1 + x2 + : : : + x l � lx l+1 )

...

� N =
1
N

X

i

� i : Schwerpunkt (gleiche Massen)

linear unabh•angigeKoordinaten, genauN St•uck. Aber: die � l sind f•ur N > 2

"
unphysikalisch\ , d.h. sie treten in tyischen Modellen so nicht auf.
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I I I.5.B Struktur der Newton'sc hen Mec hanik

a) System-Besc hreibung

� N -Teilchen (N = 1; 2; : : :)

� Masseparametermi

� Kraftfelder (Klassi�k ation: Innere / •Au�ere Kr •afte etc.)

� Einschr•ankungen(Zwangsbedingungen)

b) Zustands-Besc hreibung

f r i ; _r i ; i = 1; 2; : : : ; N ; tg Punkt im �-Raum

c) Metho den

d) Problemstellungen

Kraftfelder ! Ort-Zeit-Kurv en, Bahnkurven,
Phasenraumportr •ats

Bahntypen ! Kraftfelder
Bahn in Bezugssystem1 ! Bahn in Bezugssystem2
Kraftfelder ! Erhaltungsgr•o�en

Bahncharakteristiken (z.B. vmax , xmax etc.)
Zustand t1, Zustand t2

Asymptotik Zustand
t1 ! �1 t2 ! + 1 (Streuung)

Stabilit •at (gegenSt•orungen)

e) Was fehlt?

Ausgespart:

� Kompliziertere Zwangsbedingungen
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� AllgemeineSystem-De�nition / Prinzipien (Integral- / Di�erenzialprinzipi-
en)

Praktisch wichtigstes Verfahren:Lagrange(Kap. IV)
Von theoretischem Interesse:Hamilton und Hamilton-Jacobi (Kap. VI)
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Kapitel IV

Lagrange-Mec hanik

Motiv ation

F•ur viele mechanischen Probleme ist es zweckm•a�ig, die Newton'schen Bewe-
gungsgleichungen in eineandereForm umzuschreiben. Vorteile:

1. Ber•ucksichtigung von Zwangsbedingungen(bestimmter Klasse)

2. einfachesTransformationsverhalten bei Koordinatentransformationen

3. Beziehung zwischen Symmetrienund Erhaltungss•atzen

4. Mechanische Systemde�nition (L=Lagrange-Funktion)

5. Der Lagrange-Formalismus ist verallgemeinerbar:Zugang zur Feldtheorie
(Lagrange)

IV.1 Zw angsbedingungen

Zwangskr •afte:

•Au�ere Kr •afte, die man zun•achst nur •uber ihren Ein
uss auf die Bewegungkennt.
Beispiel:

Gleiten einesK•orpers auf gekr•ummter Ober
 •ache unter Ein
uss der Gravitati-
on. Die Ober
 •achenkraft erzwingt einezweidimensionaleBewegung(Ein
uss der
Umgebung).

89
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Klassi�k ation:

IV.1.A Holonome Beschr •ankung

f � (r 1; r 2; : : : ; r N ; t) = 0; � = 1; 2; : : : ; b

f � : kontinuierliche, di�erenzierbare Funktion der r N

f � ist aufzufassenals Gleichung einer (3N � 1)-dimensionalenHyper
 •ache im
3N -dimensionalenKon�gurationsraum. Die Nebenbedingung ist zu allen Zeiten
erf•ullt:

df �

dt
= 0

skleronom:
@f �

@t
= 0; rheonom:

@f �

@t
6= 0

Beispiele

(Kuyp ers)

� RollendeScheibe (=starrer K•orper) in der Ebene

y

yA

xA x
a

y
r

A
B

B : Markierung auf Scheibe

A : Au
agepunkt

3 Koordinaten : f xA ; yA ;  g

u = 2� r

l =  r (Bogenma�)

 :
"
Rollwinkel\
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Abrollb edingung:

cos� =
xA

l
sin� =

yA

l

xA � r  cos� = 0
yA � r  sin� = 0

skleronom

� Perle auf rotierendemDraht
Zylinderkoordinaten f r; z; ' g

_' = !

z = ar2

' � ! t = 0
z � ar2 = 0

rheonom
skleronom

IV.1.B Nic htholonome Zwangsbedingungen

� Hyper
 •ache im Phasenraum:f � (r 1; r 2; : : : ; _r 1; _r 2; : : : ; t) = 0

� Gebietsbeschr•ankung im Kon�gurationsraum: f � (r 1; : : : ; r N ; t) > 0

� Di�erenzielle Beschr•ankung

NX

j =1

= a� j dr j + a� t dt = 0; � = 1; 2; : : : ; b
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� Gleiten auf Kugelober
 •ache

r � R Ungleichung ) nicht-holonom

� RollendeKreisscheibe (starrer K•orper)

x y
A

j
J

r
y

yA

xA

{ , , }x yA A J y j, ,

A: Auflagepunkt
: Rollwinkely

J : Neigungswinkel

Starrer K•orper: 6 Koordinaten, hier: 5 (Ebene)
Nebenbedingungen:Abrollb edingung:

dl = rd 

Projektionen,
"
di�erenziell\ :� ) nicht-holonom

dxA = � rd cos'

dyA = � rd sin'

_xA + r _ cos' = 0
_yA + r _ sin ' = 0

Anmerkung: DieseGleichungenk•onnennicht integriert werden,da ' nicht
als Funktion von  gegeben ist: Die Rollbedingung sagt nicht, wohin die
Scheibe rollt. Erst nach der L•osungder Bewegungsgleichungen kann ' ( )
angegeben werden.
� ) Anmerkung:

df (xA ; yA ; #; ';  ) = dxA + r cos' d = 0
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kein vollst•andigesDi�erenzial:

@f
@'

= 0;
@f
@ 

= r cos'

aber
@2f

@'@ 
= 0 6=

@2f
@ @'

= r sin'

IV.1.C Dynamik: Zwangskr •afte

Newton:

mj •r j = F j + Z j

Z j :
"
Zwangskraft\ , sie bewirkt einegeometrische Einschr•ankung der Bahn. Die

Wirkung ist bekannt, die Gr•o�e ist im Allgemeinenunbekannt.
F j :

"
eingepr•agte Kr •afte\ (=

"
physikalische Kr •afte\ : Gravitation etc.). Die Gr•o�e

ist bekannt, die Wirkung ist zu berechnen.
Zwangskr•afte modi�zieren die Wirkung der eingepr•agten Kr •afte. Aber wie?

Teilchen im Kreisk egel

Punktmasseauf der InnenseiteeinesKreiskegels(Spezialfall: schr•ageEbene)

Zylinderkoordinaten (r; z; ' ):

x = r cos'

y = r sin'

z = z

Zwangsbedingung:

tan � =
r
z
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r � z tan � = 0

F•ur die Dynamik reicht die Zwangsbedingungnicht aus: Wie wird die Wirkung
eingepr•agter Kr •afte modi�ziert?

m•x = Zx m•y = Zy m•z = � mg + Zz

) _x = _r cos' � r sin ' _'

•x = •r cos' � 2_r sin ' _' � r cos' _' 2 � r sin' •'

•y = •r sin ' + 2_r cos' _' � r sin ' _' 2 + r cos' •'

•z = •r cot �

In Newtonsche Bewegungsgleichung:

m(•r cos' � 2_r _' sin' � r •' sin ' � r _' 2 cos' ) = Zx (IV.1)

m(•r sin ' + 2_r _' cos' + r •' cos' � r _' 2 sin' ) = Zy (IV.2)

m(•r cot � + g) = Zz (IV.3)

Drei Gleichungenmit f•unf Unbekannten: r; '; Zx ; Zy; Zz

Zusatzbedingungennotwendig!
Annahme: Zwangskraft Z? Kegelwand

m

a

g
a

|Z |r

Z
Zz

er

ez

Zz

jZr j
= tan �

jZr j = (Z 2
x + Z 2

y )
1
2

Zz = (Z 2
x + Z 2

y )
1
2 tan � (IV.4)

Projektion auf die x/y-Eb ene:



IV.1. ZWANGSBEDINGUNGEN 95

x

y
j

|Z |r Zx

Zy

Zx

jZr j
= cos'

Zy

jZr j
= sin '

) Zx sin' = Zy cos' (IV.5)

Zy = Zx tan '

jZr j2 = (Z 2
x + Z 2

y ) =
Z 2

x

cos2 '

(IV.5) ) Zz = � Zx
1

cos'
tan � (IV.6)

Beachte die Richtung von Z gem•a� Skizze.Zx , Zy sind negativ (bez•uglich ex , ey)
(IV.1) � sin' � (IV.2) � cos' :

m sin' (�•r cos' � 2_r _' sin' � r •' sin' � �r _' 2 cos' ) = Zx sin'

� m cos' (�•r sin' + 2_r _' cos' + r •' cos' � �r _' 2 sin' ) = � Zy cos'

2_r _' + r •' = 0

(IV.1) � tan � + (IV.3) � cos' :

m tan � (•r cos' � (2_r _' + r •' )
| {z }

=0

sin' � r _' 2 cos' ) = Zx tan �

m cos' (•r cot � + g) = Zz cos'

(tan � + cot � )•r � r _' 2 tan � + g = 0

Damit erreicht: 2 Gleichungen f•ur 2 Unbekannte r; � . Die Idee der Zusatzbedin-
gungenwird nun verallgemeinert.
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IV.2 D'Alem bert-Prinzip

IV.2.A Virtuelle Verr •uckung � r i ; i = 1; 2; : : : ; N (zur Zeit t)

=willk •urliche, in�nitesimale Ver•anderungder Koordinaten, welche mit denKr •af-
ten und Zwangsbedingungenvertr•aglich ist. Siewird am Systemzu einembelie-
bigen,aber festenZeitpunkt (� t = 0) ausgef•uhrt, hat alsomit der in�nitesimalen
Bewegung(reelle Verr•uckung) im Zeitintervall dt nichts zu tun.

Beispiel: Perle auf Drah t

Der Draht sei gleichf•ormig beschleunigt in y-Richtung

y �
1
2

bt2 = 0 RheonomeZwangsbedingung

@y
@t

= bt ) dy = btdt

dr = f dx; dyg: reelleVerschiebung, � r = � x virtuelle Verschiebung

Virtuelle Arb eit

Sei

~F i = F i + Z i ; Z i : beliebigeZwangskraft, i : Teilchenindex

Newton:

~F i � m•r i = 0 ) ( ~F i � m•r i )� r i = 0

oder

� A =
X

i

( ~F i � m•r i )� r i = 0

Dies gilt immer. Wir schr•anken nun ein:
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Axiom 5
Es exisitiert eine Klasse mechanischer Systeme, f•ur welche
die gesamte virtuelle Arbeit der jeweiligen Zwangskr•afte ver-
schwindet (Di�erenzial-Prinzip).

� A(Z) =
X

i

Z i � r i = 0

(Prinzip der virtuellen Arbeit, Kuypers:d'Alembert-Prinzip)

Es ist nicht klar, wie viele Zusatzbedingungenn•otig sind. Es handelt sich um ein
ph•anomenologischesModell. Es gibt keineQuantenversion.
Beachte: Axiom 5 ist eine Idealisierung,•ahnlich der von Massepunkten:Die Be-
deutung liegt darin, dassesunter dieserBedingungallgemeineL•osungsverfahren
gibt. Andere Systemegibt es,diesesind aber nur durch Spezialverfahrenbehan-
delbar.

•Ub ersicht •ub er die Axiome

� Axiom 1: Raum-Zeit

� Axiom 2: Mechanischer Zustand

� Axiom 3: Newtonsche Gesetze

� Axiom 4: Galilei-Prinzip

� Axiom 5: Prinzip der virtuellen Arbeit

Aus Axiom 5 folgt dasd'Alembert'schePrinzip (Kuyp ers:D'Alembert-Gleichung)

NX

i =1

(mi •r i � F i )� r i = 0

In diesemtauchen die Zwangskr•afte nicht explizit auf. Wegen� A (Z) = 0 sind die
� r i aber nicht voneinanderunabh•angig, so dasshier nicht auf das Verschwinden
der Einzelsummandengeschlossenwerdenkann.
Dasd'Alembert-Prinzip gilt f•ur holonomewie nichtholonomeZwangskr•afte unter
Axiom 5. Ohne Zwangsbedingungenergibt sich die Newton'sche Gleichung. Es
l•asstsich anschaulich aber am ehestenf•ur holonomeZwangskr•afte deuten.

Beispiel: Direkte Verw endung der d'Alem bert-Gleic hung: Teilchen im
Kreisk egel (3 Ko ordinaten)

Schwerkraft:

g = (0; 0; � g)
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(m•r � mg)� r = m(•x� x + •y� y + (•z + g)� z) = 0 (1 Bedingung)

r = (x; y; z) = r (cos'; sin'; cot � )

dx =
@x
@r

dr +
@x
@'

d' = cos' dr � r sin' d'

� r =

8
<

:

� x = cos' � r � r sin' � '
� y = sin' � r + r cos' � '
� z = cot � � r

nicht unabh•angig, da
verbunden•uber das
Prinzip � A (Z ) = 0

Bereits berechnet (IV.1):

•x = •r cos' � 2_r sin' _' � r cos' _' 2 � r sin ' •'

•y = •r sin' + 2_r cos' _' � r sin' _' 2 + r cos' •'

•z = •r cot �

Setze•r und � r in dasd'Alembert-Prinzip ein:

(2_r _' + r •' )r � ' +
�
(tan � + cot � )•r � r _' 2 tan � + g

�
cot � � r = 0

� r und � ' sind unabh•angig.

2_r _' + r •' = 0
(tan � + cot � )•r � r _' 2 tan � + g = 0

wie vorher (IV.1.C)

IV.2.B Holonome Zwangskr •afte und Lagrange-Gleic hung
erster Art

Beispiel: Ein teilc hensystem mit einer Zwangskraft

f (r ; t) = 0 Fl•ache im dreidimensionalenKon�gurationsraum

) r f : Vektor ? Fl•ache

Deutung:

� r = � (r ; t)
Tangentenvektor an f im Punkt r
zur Zeit t (beliebig in der Tangentialebene)

Z = � r f � : Parameter (zu bestimmenausWirkung)

) Virtuelle Arbeit:

� A(Z) = � r f � � r = 0
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Energiebilanz

SeiF = �r V; m•r = F + Z

) m•r _r =
d
dt

�
1
2

m _r 2

�
= �r V _r + � r f _r

Damit das Teilchen auf der Ober
 •ache bleibt muss zu allen Zeiten f (r ; t) = 0
gelten:

df
dt

= r f _r +
@f
@t

= 0 ) r f _r = �
@f
@t

Au�erdem ist
dV
dt

= r V _r +
@V
@t

) r V _r =
dV
dt

�
@V
@t

)
dE
dt

=
d
dt

�
1
2

m _r 2 + V
�

=
@V
@t

� �
@f
@t

D.h. bei @V
@t = 0 und Z? Ober
 •ache r•uhrt der Wechsel der Energienur von der

•Anderung der Ober
 •ache ( @f
@t ) her. � A (Z) = 0 bedeutethier eine

"
glatte\ Fl•ache,

d.h. es tritt keine Reibung auf. Ist die Fl•ache dann station•ar, so ist _r immer
tangential zu ihr und Z _r = 0 (

"
reelle\ Arbeit = 0).

Erw eiterung auf ein N -Teilchen-System mit b Zwangsbedingungen

Lagrange-Gleic hungen erster Art

mi •r i = F i + Z i ; i = 1; 2; : : : ; N

f � (r 1; : : : ; r N ; t) = 0; � = 1; 2; : : : ; b

Z i =
bX

� =1

� � r i f �

Es handelt sich um 3N + b Gleichungenf•ur 3N Koordinaten und b Faktoren � � .
Die Lagrange-Gleichungen erster Art sind •aquivalent den Newton'schen Bewe-
gungsgleichungen,kombiniert mit dem Axiom 5.

Beispiel: Eb enes mathematisc hes Pendel
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F = (0; 0; � mg)

f 1 = x2 + y2 + z2 � l2 = 0

f 2 = y = 0

) Zx = � 1
@

@x
f 1 + � 2

@
@x

f 2 = � 12x

Zy = � 1
@
@y

f 1 + � 2
@
@y

f 2 = � 12y + � 2

Zz = � 1
@
@z

f 1 + � 2
@
@z

f 2 = � 12z

I : m•x = 2� 1x
I I : m•y = 2� 1y + � 2

I I I : m•z = � mg + 2� 1z
IV : y = 0
V : x2 + y2 + z2 = l2

F•unf Gleichungenf•ur f•unf Unbekannte x; y; z; � 1; � 2

y � 0
(I I)
) � 2 = 0

Eliminiere � 1:
(� z)(I) + (x)(I I I):

m(� z•x + x•z) = � mgx

Polarkoordinaten:

x = l sin ' ! Rechte Seite

[ _x = l _' cos' ]

•x = l •' cos' � l _' 2 sin'

z = � l cos'

[ _z = l _' sin' ]

•z = l •' sin' � l _' 2 cos'

x•z � z•x = l •' ! Linke Seite

) ml2 •' = � mgl sin '
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•' +
g
l

sin ' = 0

Bestimmung von � 1:
(x)(I) + (z)(I I I):

m(•xx + •zz) = � mgz + 2� 1 (x2 + y2)
| {z }

l2 aus f 1

Linke Seite:

x•x + •zz = � l2 _' 2 (sieheoben)

) � ml2 _' 2 = mgl cos' + 2� 1l2

2� 1 = �
� mg

l
cos' + m _' 2

�

) Zx = 2� 1x = 2� 1l sin' = � sin ' [mgcos' + ml _' 2]

Zy = 0 kein Zwang notwendig: ebeneBewegung

Zz = 2� 1z = � 2� 1l cos' = cos' [mgcos' + ml _' 2]

jZ j = mgcos' + ml _' 2

"
Fadenspannung\

L•osung:

sin ' � ' : •' + ! 2' = 0; ! 2 =
g
l

' = ' 0 cos! t mit ' 0 � 1 ) cos' � 1 �
' 2

2

) _' = ' 0! sin! t cos' ' 1 �
' 2

0

2
cos2 ! t ! t nicht klein

jZ j ' m
�
g �

1
2

l! 2' 2
0 cos2 ! t + l! 2' 2

0 sin2 ! t
�

t = 0 : jZ j = mg � m
l! 2

2
' 2

0 < mg (beim Loslassen)

! t =
�
2

: jZ j = mg + ml! 2' 2
0 > mg (unten)

!
"
Zentrifugalkraft \ jF Zj = m! 2l
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IV.2.C d'Alem bert-Prinzip in generalisierten Ko ordina-
ten

Ko ordinaten transformation

R3N ! R3N (Kon�gurationsraum)

q� = q� (r 1; r 2; : : : ; r N ; t) di�erenzierbar � = 1; 2; : : : ; 3N

Die Transformation sei umkehrbar eindeutig: f•ur die Jakobi-Determinante gilt
dann

det
�

@q�

@r i

�
6= 0

f•ur alle Punkte im Kon�gurationsraum.
Beachte: q� hat nicht unbedingt die Dimensioneiner L•ange.
d'Alembert-Prinzip in kartesischen Koordinaten:

NX

i =1

(mi •r i � F i )� r i = 0

Transformation: Virtuelle Verr•uckung

� r i =
3NX

� =1

@r i

@q�
� q� +

@r i

@t
� t

| {z }
=0

� t = 0 gilt, da die Verr•uckung virtuell ist.

Def. Generalisierte Kr •afte

Q� �
NX

i =1

F i
@r i

@q�
= Q� (q1; : : : ; q3N ; t)

)
3NX

� =1

"
NX

i =1

mi •r i
@r i

@q�
� Q�

#

� q� = 0

Betrachte:

vi =
d
dt

r i (q1; : : : ; q3N ; t)

=
3NX

� =1

@r i

@q�
_q� +

@r i

@t
)

@vi

@_q�
=

@r i

@q�
(IV.7)
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Analog:

d
dt

@r i

@q�
=

3NX

� =1

@
@q�

�
@r i

@q�

�
_q� +

@
@t

@r i

@q�

�
@
@t

@r i

@q�
=

@
@q�

@r i

@t

�

=
@

@q�

"
X

�

�
@r i

@q�
_q� +

@r i

@t

� #
s:o:=

@vi

@q�

d
dt

@r i

@q�
=

@vi

@q�
(IV.8)

Forme um (Produkt-Regel):

NX

i =1

mi •r i
@r i

@q�
=

d
dt

"
X

i

mi _r i
@r i

@q�

#

�
X

i

mi _r i
d
dt

@r i

@q�

=
d
dt

"
X

i

mi vi
@vi

@_q�

(IV :7)
#

�
X

i

mi vi
@vi

@q�

(IV :8)

De�niere

T �
1
2

X

i

mi v2
i (= Ekin )

)
NX

i =1

mi •r i
@r i

@q�
=

d
dt

@T
@_q�

�
@T
@q�

)
3NX

� =1

�
d
dt

@T
@_q�

�
@T
@q�

� Q�

�
� q� = 0 (IV.9)

d'Alembert-Prinzip, ausgedr•uckt •uber T, Q in generalisiertenKoordinaten. Dies
gilt nach wie vor f•ur holonomeund nichtholonome Zwangsbedingungen(unter
Axiom 5).
Entsprechend:

� A(Z) =
NX

i =1

Z i � r i Z i = Z i (r 1; : : : ; r N ; t)

=
3NX

� =1

NX

i =1

Z i
@r i

@q�
| {z }

� Z � (q1 ;:::;q3N ;t )

� q� =
3NX

� =1

Z � � q�

Was hat man dadurch gewonnen?
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IV.3 Lagrange-Systeme

De�nition

Ein Lagrange-Systemist ein konservativesSystemmit holonomenZwangsbedin-
gungen(eingepr•agte Kr •afte sind Potenzialkr•afte).

IV.3.A Angepasste Ko ordinaten q�

=speziellegeneralisierteKoordinaten.
Betrachte holonomeBeschr•ankungen

f � (r 1; : : : ; r N ; t) = 0; � = 1; 2; : : : ; b

Zahl mechanischer Freiheitsgrade:

f m = 3N � b

Konstruktion: W•ahle die b letzten q� so, dasssie nur •uber diesef � von den r i

abh•angen,d.h.

qf + � = R� (f 1(r 1; : : : ; r N ; t); f 2(r 1; : : : ; r N ; t); : : : ; f b(r 1; : : : ; r N ; t))

Beispiel:

Ausgangspunkt:kartesische Koordinaten (x; y; z); b= 2; f m = 1

f 1 = z � h Hyper
 •ache: Ebene
f 2 = x2 + y2 + z2 � R2 Hyper
 •ache: Kugel

Ziel: Zwei Koordinaten zur Erf•ullung der Zwangsbedingung,eineKoordinate frei.
Zylinderkoordinaten: (x; y; z) ! f �; z; ' g

q1 = '

q2 = R1(f 1) = f 1 = z � h

q3 = R2(f 2) = f 2 = � 2 + z2 � R2

Bei Erf•ullung der Zwangsbedingungensind dann die Koordinaten qf + � ; � =
1; : : : ; b konstant:

qf m + � = R� (0; 0; : : : ; 0) = const
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Umkehrung (vorrausgesetzt:Koordinatentransformation ist eindeutig umkehr-
bar):

qf + � = R� (f 1; : : : ; f b); � = 1; : : : ; b

) f � = f � (qf +1 ; : : : ; qf m + b)

Zwangskr•afte:

Z � =
bX

� =1

� �
@f �

@q�

) Z � = 0; � = 1; 2; : : : ; f m

da @f �
@q�

= 0 f•ur � = 1; 2; : : : ; f m

) � A (Z) =
f mX

� =1

Z � � q� +
f m + bX

� = f m +1

Z � � q� = 0

f•ur beliebige Variationen von q� ; � = 1; : : : ; f m und festen q� ; � = f m +
1; : : : ; f m + b. Die f m erstenq� sind also frei variierbar.
) d'Alembert-Prinzip: einzelneSummandenvon (IV.9) = 0:

d
dt

@T
@_q�

�
@T
@q�

= Q� ; � = 1; 2; : : : ; f m (IV.10)

(Kuyp ers: f m d'Alembert-Gleichungen)

IV.3.B Lagrange-F unktion

KonservativesSystem:

F i = �r i V = �
@V
@r i

V = V(r i (q� ; t); t) = V(q1; : : : ; qf ; t) "
verschiedeneFunktionen, aber

gleiche Bedeutung\

Q� =
X

i

F i
@r i

@q�
= �

X

i

(r i V)
@r i

@q�
= �

@V
@q�

)
d
dt

@T
@_q�

�
@T
@q�

= �
@V
@q�

;
@V
@_q�

= 0

d
dt

�
@(T � V)

@_q�

�
=

@
@q�

(T � V)
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Def. Lagrange-Funktion (
"
nat•urliche Form\ )

L(q; _q; t) � T � V (IV.11)

Lagrange-Gleichungenzweiter Art (f m Di�erenzialgleichungenzweiter Ordnung):

d
dt

@L
@_q�

�
@L
@q�

= 0; � = 1; 2; : : : ; f m (IV.12)

Die Zwangsbedingungensind verschwunden.

Anmerkungen

1. MechanischesSystemhier de�niert durch L(q� ; _q� ; t) (Lagrange-Systeme),
wobei L = T � V zuerst in kartesischen Koordinaten eingef•uhrt wird, dann
eventuell umgerechnet •uber Koordinatentransformation r i = r i (q� ; t); _r i =
_r i (q� ; _q� ; t).

2. Nicht jedesmechanische Systemist ein Lagrange-System.Aber nach bishe-
riger Erfahrung sind abgeschlosseneSystemeLagrange-Systeme.Die Dyna-
mik ist de�niert durch � L

� q�
= 0, wobei

� L
� q�

�
@L
@q�

�
d
dt

@L
@_q�

� "
Lagrange-Ableitung\

(Variationsableitung f•ur L)
(IV.13)

3. OhneZwangsbedingungensind die Lagrange-Gleichungenzweiter Art iden-
tisch mit denNewton'schenBewegungsgleichungeneineskonservativenSys-
tems:

q = f r 1; : : : ; r N g

T =
1
2

X

j

mj _r 2
j U = U(r 1; : : : ; r N ; t)

L = T � U
d
dt

@L
@_r j

= mj •r j ;
@L
@r j

= �
@U
@r j

= + F j

) mj •r j = F j

4. Schemazum L•osenvon Aufgaben:

� Szenario(Bild)

� Zwangsbedingungen,f m = 3N � b

� AngepassteKoordinaten q�

� L = T � V (Trafo kartesisch ! q� )

� Lagrange-Gleichungenzweiter Art aufstellen

� (L•osungder Lagrange-Gleichungen)
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Beispiele

a) A twood'sche Fallmasc hine

Zwei Teilchen, Kon�gurationsraum (x1; y1; z1; x2; y2; z2)

a

m1

m2

x1

x2

g=(0,0, )-g

x

y

l+ a=Lp

f 1(x1; x2) = x1 + x2 + l = 0

y1 = � a

y2 = a

zi = 0; i = 1; 2

) f m = 6 � 5 = 1

AngepasstegeneralisierteKoordinaten:

x1 = q1

_x1 = _q1

) x2 = l � q1

_x2 = � _q1

V = m1gx1 + m2gx2

V = m1gq1 + m2g(l � q1)

T =
1
2

(m1 + m2) _q2
1

L = T � V =
1
2

(m1 + m2) _q2
1 � (m1 � m2)gq1 � m2gl

@L
@q1

= � (m1 � m2)g

@L
@_q1

= (m1 + m2) _q1

•q1 = •x1 = �
m1 � m2

m1 + m2
g g > 0; x1; x2 > 0 (Einschr•ankung)
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b) Teilchen in Kugelsc hale

x

y

z

R

j

q

g

Projektion auf
Ebenex,y-

Zentrifugalkraft

Schwer-
kraft

Gesamtkraft
=Zwangskraft

z

Zwangsbedingung:

jr 2j = R2

f 1 = x2 + y2 + z2 � R2 = 0

f m = 3 � 1 = 2

AngepasstegeneralisierteKoordinaten:

q1 = �

q2 = ' (in x; y-Ebene)

Schwerkraft:

K = (0; 0; � mg)

Sph•arische Polarkoordinaten:

x = R sinq1 cosq2

y = R sinq1 sinq2

z = R cosq1

_x = � R sinq1 sinq2 _q2 + R cosq1 cosq2 _q1 = _x(q1; q2; _q1; _q2) etc.

_y = R sinq1 cosq2 _q2 + R cosq1 sinq2 _q1

_z = � R sinq1 _q1

V = mgz = mgR cosq1 [V(z = 0) = 0]

T =
1
2

m _r 2 =
1
2

m( _x2 + _y2 + _z2)
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kartesisch ! q� :

_x2 + _y2 + _z2 = R2 _q2[sin2 q1 sin2 q2 + sin2 q1 cos2 q2]

+ R2 _q1[cos2 q1 cos2 q2 + cos2 q1 sin2 q2 + sin2 q1]

+2R2 _q1 _q2[� 2sinq1 cosq1 sinq2 cosq2

+2 sinq1 cosq1 cosq2 sinq2]

= R2 _q2
2 sin2 q+

1 R2 _q2
1

T =
1
2

mR2[ _q2
2 sin2 q1 + _q2

1] = T( _q1; _q2; q1)

L = T � V =
1
2

mR2[ _q2
2 sin2 q1 + _q2

1] � mgR cosq1

Euler-Lagrange-Gleichung:

d
dt

@L
@_q�

�
@L
@q�

= 0; � = 1; 2

� = 1:

@L
@q1

= mR2 _q2
2 sinq1 cosq1 + mgR sinq1

@L
@_q1

= mR2 _q1

) •q1 �
h

_q2
2 cosq1 +

g
R

i
sinq1 = 0

� = 2:

@L
@q2

= 0

@L
@_q2

= mR2 _q2 sin2 q1

) mR2 d
dt

( _q2 sin2 q1) = 0

L•osung:

) _q2 sin2 q1 � W = const ) _q2 =
W

sin2 q1
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) •q1 �
W 2

tan q1 sin3 q1
�

g
R

sinq1 = 0

i. _' = 0 ) W = 0:

q1 = # � � � � ; � � 1

sin� = sin(� � � ) = sin� � �
•� = � •�

•� +
g
R

� = 0 (f•ur kleine Winkel harmonischer Oszillator)

ii. •q1 = •� = 0:

q2 = '

_' 2 (IV :9)
=

W 2

sin4 �
(IV :10)

= �
g
R

tan �

(nur L•osungf•ur tan � < 0 : �
2 � � � � , an der Decke kann das Teilchen keine

Kreise ziehen) _� = 0 (da •� = 0))
in (IV.9):

_' = �
� g

R
tan �

� 1
2

"
Steilwandfahrer\ (ohne Reibung)

� =
�
2

: _' = 1
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c) Zeitabh •angige Zwangskraft (rheonom)

f 1(x; y; z) = z = 0

r = (x2 + y2)
1
2 = R0 � ct � 0

) f 2(x; y) = (x2 + y2)
1
2 � R0 + ct = 0

EbenePolarkoordinaten:

x = (R0 � ct) cosq1

y = (R0 � ct) sinq1

GeneralisierteKoordinate:

q1 = '

T =
m
2

( _x2 + _y2) =
m
2

(R0 � ct)2 _q2
1 +

m
2

c2

L = T( _q; t)
@L
@_q1

= m _q1(R0 � ct)2

d
dt

@L
@_q1

=
d
dt

[m _q1(R0 � ct)2] = 0

) m _' (R0 � ct)2 = const � LZ (Drehimpuls bez•uglich 0)

_' =
LZ

m(R0 � ct)2
f•ur ct < R0 (nichtholonomeEinschr•ankung)

t
0

Lz¹0

j

R c0/
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IV.3.C •Aquiv alenz von Lagrange-F unktionen

Behauptung:

Zwei Lagrange-Funktionen L und L 0 mit

L = L0+
dM
dt

M = M (q� (t); t)
(IV.14)

haben dieselben Euler-Lagrange-Gleichungen.

Bew eis:

Zu zeigen:

�
d
dt

@
@_q�

�
@

@q�

�
dM
dt

!= 0

r i = r i (q� (t); t)
d
dt

@r i

@q�
=

@vi

@q�
=

@
@q�

dr i

dt
(vgl. (IV.8),

"
vertauschen\ )

@
@q�

dM
dt

=
d
dt

@M
@q�

)
�

d
dt

@
@_q�

�
@

@q�

�
dM
dt

=
d
dt

�
@

@_q�

dM
dt

�
@M
@q�

�

dM
dt

=
fX

� =1

@M
@q�

_q� +
@M
@t

=
d
dt

8
>>>>>><

>>>>>>:

@
@_q�

 
fX

� =1

@M
@q�

_q� +
@M
@t

!

| {z }
= @M

@q�

�
@M
@q�

9
>>>>>>=

>>>>>>;

= 0

da M = M (q� ; t):

"
Eichen\ : Wahl einer bestimmten Lagrange-Funktion ausder Mengealler m•ogli-

chen, welche die gleichen Bewegungsgleichungen liefern.
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Anmerkung

Die Umkehrung gilt im Allgemeinennicht : Zwei Lagrange-Funktionen L und L 0,
welche die gleichen Euler-Lagrange-Gleichungen haben, unterscheiden sich nur
durch einetotale Zeitableitung d

dt M .
Beispiel:
Die Lagrange-Funktionen

L1(q� ; _q� ) = ( _q1 _q2 � q1q2) +
1
2

( _q2
3 � q2

3)

L2(q� ; _q� ) =
1
2

( _q2
1 + _q2

2 + _q2
3 � q2

1 � q2
2 � q2

3)

haben die gleichen Lagrange-Gleichungen.F•ur derenDi�erenzen gilt:

� L = L1 � L2 = _q1 _q2 � q1q2 + �
1
2

_q2
3 � �

1
2

q2
3

�
1
2

_q2
1 �

1
2

_q2
2 � �

1
2

_q2
3 +

1
2

q2
1 +

1
2

q2
2 + �

1
2

q2
3

= _q1 _q2 �
1
2

( _q2
1 + _q2

2) +
1
2

(q1 � q2)2

!=
d
dt

M

d
dt

M =
@M
@q1

_q1 +
@M
@q2

_q2 +
@M
@t

Vergleich mit � L:

@M
@q1

= _q2 �
1
2

_q1; setzeM 1 =
�

_q2 �
1
2

_q1

�
q1

@M
@q2

= _q1 �
1
2

_q2; setzeM 2 =
�

_q1 �
1
2

_q2

�
q2

@2M
@q1@q2

= 0

M = M 1 + M 2 +
1
2

(q1 � q2)2t = M ( _q1; _q2; q1; q2; t) nicht erlaubt!

L1 � L2 6=
d
dt

M ! M = M (q� ; t)
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Beispiele zum Um-Eic hen:

1. Harmonisc her Oszillator

q = x

"
Nat•urliche Form\ :

L = T � U =
1
2

m
�

dx
dt

� 2

�
1
2

kx2

W•ahle M (x; t) = 1
2 
 x2

dM
dt

= 
 x
dx
dt

L0 =
1
2

m
�

dx
dt

� 2

+ 
 x
dx
dt

�
1
2

kx2 (Umeichen)

L0 liefert diegleicheBewegungsgleichung (Achtung: keineVariablen-Transformation).
Unter Umst•andenkann dieszur Vereinfachung von L angewendet werden.

2. Freies Teilchen im elektromegnetisc hen Feld

ElektromagnetischesFeld, beschrieben durch skalaresPotenzial � und Vektorpo-
tenzial A: f � (r ; t); A(r ; t)g

L =
1
2

m _r 2 � e� +
e
c
A _r (IV.15)

(IV.13):

L0 = L +
d
dt

� e
c
� (r ; t)

�

e
c

d
dt

� =
e
c
r � _r +

e
c

@�
@t

) L0 =
1
2

m _r 2 � e� 0+
e
c
A0_r

Umeichen von L bedeutet hier Eichtransformation der elektrodynamischen Po-
tenziale:

� 0 = � � 1
c

@
@t �

A0 = A + r �
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Durch dieseUmtransformation werdendie
"
physikalischen\ Feldernicht ver•andert:

B 0 � rot A0 = rot A � B

E 0 � � grad� 0 �
1
c

_A
0

= � grad� +
1
c

@
@t

r � �
1
c

_A �
1
c

@
@t

r � � E (IV.16)

IV.4 Punkttransformation

IV.4.A In varianz der Lagrange-Ableitung

Esseienql generalisierteKoordinaten,L(ql ; _ql ; t) =Lagrange-Funktion. EinePunkt-
Transformation ist eineKoordinatentransformation de�niert durch:

Q� = Q� (q1; : : : ; qf m ; t); det
�

@ql

@Q�

�
6= 0

) ql = ql (Q1; : : : ; Qf m ; t)

Satz:
Ist ql L•osungzu � L

� ql
= 0; l = 1; 2; : : : ; f m , dann ist Q� L•osung

zu � ~L
� Q �

= 0; � = 1; 2; : : : ; f m mit

~L = ~L(Q1; : : : ; Qf m ; t)

� L(q1(Q; t); q2(Q; t); : : : ; t) +
dM
dt

(IV.17)

mit M = M (Q1; : : : ; Qf m ; t). Korrolar: Falls � L
� ql

= 0 f•ur ein Koordinatensystem,
dann ist f•ur alle generalisiertenKoordinaten, die daraus eindeutig hervorgehen
die Lagrange-Ableitunginvariant.

Bew eis:
"

_ql =
d
dt

ql =
X

�

@ql

@Q�

_Q� +
@ql

@t

#

)
@_ql

@_Q�
=

@ql

@Q�
vgl. (IV.7) (IV.18)

@~L
@Q�

=
X

l

�
@L
@ql

@ql

@Q�
+

@L
@_ql

@_ql

@Q�

�
+

@
@Q�

dM
dt

@~L

@_Q�

=
X

l

0

B
B
B
B
B
@

@L
@ql

@ql

@_Q�| {z }
=0

+
@L
@_ql

@_ql

@_Q�| {z }
= @ql

@Q �
wegen (IV :18)

1

C
C
C
C
C
A

+
@

@_Q�

dM
dt
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)
d
dt

@~L

@_Q�

=
X

l

d
dt

�
@L
@_ql

@ql

@Q�

�
+

d
dt

@

@_Q�

dM
dt

Pro duktregel
=

X

l

�
@L
@_ql

@_ql

@Q�
+

@ql

@Q�

d
dt

@L
@_ql

�
+ : : :

� ~L
� Q�

=
@~L

@Q�
�

d
dt

@~L

@_Q�
=

X

l

Trafo� Matrixz }| {�
@ql

@Q�

�
nach Vorraussetzung @L

@ql
=0

z }| {�
@L
@ql

�
d
dt

@L
@_ql

�

�
�

d
dt

@

@_Q�
�

@
@Q�

�

| {z }
=0 wegen IV :3

dM
dt

= 0

1. Die G•ultigkeit des Satzeswar zu erwarten: Zur Herleitung der Lagrange-
Gleichung wurde kein bestimmtes Koordinatensystem vorrausgesetzt)
Forminvarianz.

2. OhneZwangsbedingungengilt diesf•ur (beliebige)kartesische Koordinaten.
) Anwendungauf Transformationen,welche verschiedeneKoordinatensys-
teme miteinander verbinden.

IV.4.B Rotierendes Bezugssystem

Vgl. Kap. I I.8

� K = f x; y; zg: Inertialsystem

� ~K = f ~x; ~y; ~zg: Bezugs-Systemdreht sich mit ! bez•uglich K um die gemein-
samez-Achse(vgl. I I.8)

Bewegungsgleichung (ohne Zwangsbedingungen)im Nichtinertialsystem:
Setze

r (t) = � (t)~r (t);
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wobei hier

� (t) =

0

@
cos! t � sin! t 0
sin! t cos! t 0

0 0 1

1

A

x = ~x cos! t � ~y sin! t
y = ~x sin! t + ~y cos! t
z = ~z

_x = � ! ~x sin! t � ! ~y cos! t + _~x cos! t � _~y sin! t

_y = ! ~x cos! t � ! ~y sin! t + _~x sin! t + _~y cos! t

_z = _z0

T =
1
2

m( _x2 + _y2 + _z2) =
1
2

m[ _~x2 + _~y2 + _~z2 + ! 2(~x2 + ~y2) � 2! ( _~x~y � _~y~x)]

SeiV = V(~r ) gegeben:

L = T � V = L(~r ; _~r )

Im Gegensatzzu den Newton'schen Bewegungsgleichungen ist die
"
Lagrange-

Ableitung\ invariant:

d
dt

@T

@_~x
�

@T
@~x

= m•~x � m! 2~x � 2m! _~y = �
@V
@~x

d
dt

@T

@_~y
�

@T
@~y

= m•~y � m! 2~y + 2m! _~x = �
@V
@~y

d
dt

@T

@_~z
�

@T
@~z

= m•~z = �
@V
@~z

Hier ist

! = (0; 0; ! ) � ~! (Richtung der Drehachse,vgl. I I.8)

m•~r = � 2m! � _~r � m! � (! � ~r ) + F (~r )

Bez•uglich r ; ~r sind die Bewegungsgleichungen aber nicht gleich. m•x = � @V
@x gilt

nur im Inertialsystem. L wie auch T und V sind nicht forminvariant.
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IV.4.C Ko ordinaten transformation der kinetisc hen Ener-
gie

Nat•urliche Form:

L = T � V in kartesischen Koordinaten, dann L ! ~L

Ausgangspunktist hier also die
"
nat•urliche Form\ f•ur T (ber•ucksichtigt im All-

gemeinennicht die Zwangsbedingungen)

T =
1
2

X

i

mi v2
i (kartesische Koordinaten/Inertialsystem)

Setzer i = r i (q; t), wobei q � f q1; : : : ; qf m g; i = 1; 2; : : : ; N

) ~T =
1
2

X

i

mi

_r iz }| {"
X

�

@r i

@q�
_q� +

@r i

@t

#
_r iz }| {"

X

�

@r i

@q�
_q� +

@r i

@t

#

~T = a(q; t) +
X

a

b� (q; t) _q� +
X

�;�

c�� (q; t) _q� _q� (IV.19)

a =
1
2

X

i

mi

�
�
�
�
@r i

@t

�
�
�
�

2

(Konstante, vgl. IV.3, Beispiel c))

b� =
X

i

mi

�
@r i

@t
@r i

@q�

�
; � = 1; 2; : : : ; f m

c�� =
1
2

X

i

mi

�
@r i

@q�

@r i

@q�

�
= c� � ; � ; � = 1; 2; : : : ; f m (IV.20)

AllgemeinsteForm f•ur holonomeSysteme;hier k•onnenZwangsbedingungenber•uck-
sichtigt sein. Sind die Gleichungen zwischen q� und r i zeitunabh•angig (sklero-
nom), gilt

a = 0
b� = 0

�
da

@r i

@t

�
�
�
�
q fest

= 0 (6= vi !)

c�� = c�� (qj ) (Tensor)

) ~T =
X

�;�

c�� (q) _q� _q� (homogenequadratische Funktion) (IV.21)
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IV.4.D Ko ordinaten transformation des Potenzials

r i = r i (q� ; t)
vi = dr i

dt =
P 3N

� =1
@r i
@q�

_q� + @r i
@t nach (IV.7)

)

vi = vi (q� ; _q� ; t)

Sei

V = V(r i (q� ; t); vi (q� ; _q� ; t)) (geschwindigkeitsabh•angig)

V = V(q1; : : : ; qf ; _q1; : : : ; _qf ; t)

GeneralisierteKraft: Beachte L = T � V

)
d
dt

@L
@_q�

=
dT
d _q�

�
d
dt

@V
@_q�

in Lagrange-Gleichung:

d
dt

�
@T
@_q�

�
� @T

@q�
= Q�

Q� � � @V
@q�

+ d
dt

�
@V
@_q�

� (IV.22)

GeneralisierteKraft bei geschwindigkeitsabh•angigemPotenzial

Beispiel:

Minimalkopplung der Elektrodynamik (kartesische Koordinaten), vgl. (IV.15):

V(r ; _r ; t) = e� (r ; t) �
e
c
A(r ; t) _r

) Qj = Fj = �
@V
@r j

+
d
dt

�
@V
@_r j

�
(kartesische Koordinaten)

@V
@r j

= e
@�
@r j

�
e
c

3X

k=1

_r k
@Ak

@r j

d
dt

@V
@_r j

= �
e
c

d
dt

A j = �
e
c

3X

k=1

�
_r k

@A i

@r k
+

@A i

@t

�

) Fj = � e
�

@�
@r j

+
1
c

@A j

@t

�
+

e
c

3X

k=1

_r k

�
@Ak

@r j
�

@A j

@r k

�

| {z }
( _r � rot A ) j
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B = rot A
"
MagnetischesFeld\

E = � er � � 1
c

@A
@t "

ElektrischesFeld\

) F = e
�
E +

1
c

(v � B)
�

(IV.23)

Die Lorentz-Kraft verletzt trotz Geschwindigkeits-Abh•angigkeit nicht die Ener-
gieerhaltung(

"
Watt-lose\ Kraft)

IV.4.E Reibung: Rayleigh'sc he Dissipationsfunktion

V = V( _q� )

R� =
d
dt

�
@V
@_q�

�
=

X

�

�
@V
@_q�

�
@V
@_q�

•q� +
@
@t

�
@V
@_q�

�

=
@

@_q�

 
X

�

�
@V
@_q�

�
•q� +

@V
@t

!

| {z }
d
d t V �� � D < 0

R� = �
@

@_q�
� D (IV.24)

Seizum Beispiel (nicht notwendig):

� D =
1
2

X

�;�

a�� _q� _q� > 0 (IV.25)

a�� = a� � (aus statistischer Physik)

) R� = �
X

�

a�� _q� Reibungskraft

LagrangeII:

d
dt

@L
@_q�

�
@L
@q�

= �
@

@_q�
� D = R� (IV.26)

Reibungskr•afte verletzendie Energieerhaltung,im Gegensatzzur Lorentz-Kraft:

dE
dt

=
d
dt

(Ekin + V) =
@V
@t

< 0 (vgl. I I.4)

@V
@t

=
d
dt

V �
X

�

�
@V
@_q�

�
•q�
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Arbeit gegendie Reibung:

dW = �
X

�

R� dq�

dW
dt

= �
X

�

R� _q� =
X

�;�

a�� _q� _q� = 2� D

Rekonstruktion von � D :

Ansatz: Reibungskraft (in kartesischen Koordinaten):

Ri = � h(jvi j)
vi

jvi j
i = 1; 2; : : : ; N

Transformation auf generalisierteKoordinaten (IV.2.C):

R� = �
NX

i =1

hi (jvi j)
vi

jvi j
@r i

@q�

Nach IV.2.C:
@r i

@q�
=

@vi

@_q�

vi
@vi

@_q�
=

1
2

@(vi vi )
@_q�

=
1
2

@jvi j
2

@_q�
= jvi j

@jvi j
@_q�

(implizite Ableitung)

) R� = �
NX

i =1

hi (jvi j)
@jvi j
@_q�

Hilfsformel: F (y) Stammfunktion zu f (y): dF
dy = f

Z a(x)

0
f (y)dy = F (a(x)) � F (0)

d
dx

Z a(x)

0
f (y)dy =

d
dx

F (a(x)) = f (a(x))
da
dx

(implizite Ableitung)

a ! jvi j : Funktion von _q� ; q� ; t

)
@

@_q�

Z jvi j

0
hi (jvi j

0)djvi j
0 = hi (jvi j)

@jvi j
@_q�

) R� = �
@

@_q�

NX

i =1

Z jv i j

0
hi (jvi j

0)djvi j
0 � �

@
@_q�

� D

� D �
NX

i =1

Z jvi j

0
h(jvi j

0)djvi j
0
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Beispiel:

Ri = � 

vi

jvi j
) � D

Z jvj

0

 djvj0 = 
 jvj = 
 (v2)

1
2

) h = 
 = const

Gleitreibung (geschwindigkeitsunabh•angig), in kartesischen Koordinaten.

IV.5 Symmetrien und Erhaltungsgr •o�en

IV.5.A Erhaltungsgr •o�en

Def. Kanonisc her Impuls

"
konjugierter Impuls\ , verallgemeinerterImpuls

pj �
@L
@_qj

j = 1; 2; : : : ; f m (IV.27)

F•ur geschwindigkeitsunabh•angigePotenzialeist der konjugierte Impuls stets der
kinematische Impuls (in kartesischen Koordinaten m _r ). Andernfalls, z.B.:

L =
1
2

m _r 2 � e� +
e
c
A _r ;

qi = x i

c = Lichtgeschwindigkeit (SI-Einheiten: ohnec)

p =
@L
@_r

= m _r +
e
c
A

m _r = p �
e
c
A (

"
kinematischer Impuls\ )

Def. Zyklisc he Ko ordinaten

qi "
zyklisch\ ,

@L
@_qi

= 0

Lagrange-Gleichung:

)
d
dt

@L
@_qj

=
d
dt

pj = 0

) Die dazu geh•orendenkanonischen Impulse sind dann Erhaltungsgr•o�en.
Behauptung: Ein System von f m Freiheitsgradenhat 2f m unabh•angige Erhal-
tungsgr•o�en:
Anfangsbedingungenf qi (0); _qi (0)g; i = 1; : : : ; f m . Nennediesenun c1; : : : ; c2f m .

) qi = qi (c1; : : : ; c2f m ; t)

_qi = _qi (c1; : : : ; c2f m ; t)
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Umkehrung:

ck = ck(q1; : : : ; qf m ; _q1; : : : ; _qf m ; t)

Im Allgemeinensind dieseFunktionen aber erst nach dem L•osender Bewegungs-
gleichungenbekannt (d.h. sie

"
n•utzennichts\ ). Unter speziellenBedingungenhilft

hier dasNoether-Theorem.

IV.5.B No ether-Theorem

Wir betrachten ein autonomesLagrange-System

@L
@t

= 0; L = L(q; _q); q = f q1; q2; : : : ; qf g

und eine einparametrigeSchar von Koordinatentransformationen (passiv inter-
pretiert):

Q� = Q� (�; q; t) = q� + �� � (q; t) + O(� 2)

so dass

Q� (0; q; t) = q� ;
dQ�

d�

�
�
�
�
� =0

= � �

Dies ist einePunkttransformation. q� seiL•osungder Lagrange-Gleichung (wahre
Bahn). Gem•a� IV.4 gilt dann f•ur alle �

d
dt

@~L

@_Q�
=

@~L
@Q�

;

wobei aber

~L � ~L(Q� ; _Q� ) = ~L(�; q; _q) 6= L (im Allgemeinen)
~L(0; q; _q) = L(q; _q)

Satz von Emm y No ether (1882-1935)

Gilt unter den obigenBedingungenspeziell (f •ur jeweils festes� )

~L(�; q; _q) = ~L(0; q; _q) +
d
dt

M (�; q; t)

(
"
Invarianz der Lagrange-Funktion\ bei Koordinatentransformationen), so ist

I (q; _q) =
f mX

� =1

�
@L
@_q�

�
dQ�

d�

�
�
�
�
� =0

�
dM
d�

�
�
�
�
� =0

(IV.28)

eine Erhaltungsgr•o�e (Integral der Bewegung,Di�erenzialgleichung erster Ord-
nung)
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Bew eis:

~L � ~L(Q(�; t); _Q(�; t))

d~L
d�

=
fX

� =1

"
@~L

@Q�

dQ�

d�
+

@~L

@_Q�

d _Q�

d�

#

(nur implizite � -Ableitung)

Lagrange� Gl :
=

fX

� =1

"
d
dt

 
@~L

@_Q�

!
dQ�

d�
+

@~L

@_Q�

d
dt

dQ�

d�

#

=
d
dt

fX

� =1

 
@~L

@_Q�

!
dQ�

d�

WegenVorraussetzungist andererseits

d
dt

M = ~L(� ) � ~L(0)

d~L
d�

=
d
d�

d
dt

M
nur explizite � � Abh :

=
d
d�

d
dt

M (�; q(t); t) =
d
dt

d
d�

M (�; q(t); t)

)
fX

� =1

 
@~L

@_Q�

!
dQ�

d�
�

dM
d�

= const

F•ur � ! 0:

~L ! L;

Q� ! q� ;

_Q� ! _q� (nicht
dQ�

d�
!

dq�

d�
(= 0))

folgt die Behauptung.

IV.5.C An wendungen

Das Noether-Theorembesagt,dassmit jeder einparametrigenSymmetrie-Trans-
formation eine Erhaltungsgr•o�e verkn•upft ist. Das fundamentale Anwendungs-
beispiel ist die Galilei-Invarianz f•ur freie Systeme.Bisher wurden sie bewiesen
•uber Bilanzgleichungen (nach Newton, I I.4). Hier nun eine neue Interpretation
desschon bekannten Sachverhalts.
(FolgendeBeispielein kartesischen Koordinaten)

I =
NX

i =1

�
@L
@_r i

�
dr 0

i

d�

�
�
�
�
� =0

�
dM
d�

�
�
�
�
� =0

(IV.29)
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dM
dt

= ~L(�; r j ; _r j ) � ~L(0; r j ; _r j )

dr i

d�

�
�
�
�
� =0

� �
i

MechanischesSystem(Lagrange):

L =
1
2

X

j

mj _r 2
j �

1
2

X

i;j

Vij (jr i � r j j)

i. Translation (Homogenit •at des Raumes)

passive Interpretation

r 0
i = r i + �ex ) ~L(�; r i ; _r i ) = ~L(0; r ; _r ) )

dM
dt

= 0 ) M � 0 (Wahl)

�
i

=
d
d�

r 0
i

�
�
�
�
� =0

= ex ; i = 1; 2; : : : ; N (Einheitsvektor)

p
i

=
@L
@_r i

= m _r i (verallgemeinerterImpuls=kinematischer Impuls)

) I =
NX

i =1

p
i
ex =

NX

i =1

pix = Ptot ;x = const
x-Komponente
desGesamtimpulses

ii. Rotation (Isotropie des Raumes)

passive Interpretation

r 0
i = � (� )r i

in Modell:

~L(�; r i ; _r i ) = ~L(0; r i ; _r i ) ) M � 0

Speziell Drehung um z-Achse:

� (� ) =

0

@
cos� sin� 0

� sin� cos� 0
0 0 1

1

A

�
i

=
d
d�

r 0
i

�
�
�
�
� =0

=
d
d�

[x i cos� + yi sin�; � x i sin� + yi cos�; zi ]� =0

= (yi ; � x i ; 0) = r i � ez

@L
@_r i

= p
i
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) I =
NX

i =1

p
i
(r i � ez) =

NX

i =1

ez(pi
� r i ) = � L z = const

z-Komponente
desDrehimpulses

iii. Spezielle Galilei-T ransformation

r 0
i = r i + �v t; v = const

_r 0
i = _r i + �v

�
i

=
@r 0

i

@�
= vt

dM (� )
dt

= ~L(� ) � ~L(0) =
1
2

X

i

mi ( _r i + �v )2 �
1
2

X

i

mi _r 2
i

=
1
2

� 2M v2 + �
X

i

mi
d
dt

r i v

Integration
) M (� ) =

1
2

� 2M v2t + �
X

i

mi r i v + const

dM (� )
d�

�
�
�
�
� =0

=
X

i

mi r i v

) I =
NX

i =1

(P i t � mi r i )v = (P tot t � M R)v = const

P tot =
NX

i =1

pi = const gem•a� i.; v = const

R =
1

M

X

i

mi r i = Schwerpunkt

Es folgt der Schwerpunktsatz:

M R = P tot t + const

M •R = 0
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iv. Zeittranslation (Homogenit •at der Zeit)

iv.a) Als Transformation aus dem No ether-Theorem

r 0
i (t

0) = r i (t + �b) (Zeitabh•angigkeit nur •uber r i )

�
i

=
d
d�

r 0
i

�
�
�
�
� =0

=
dr i

d(t + �b)
d(t + �b)

d�
�

dr i

dt
b = vi b;

@L
@_r i

= p
i

dM
dt

= ~L(� ) � ~L(0) )
d
d�

dM
dt

=
d
dt

dM
d�

=
d~L
d�

=
d~L

d(t + �b)
d(t + �b)

d�

)
d
dt

dM
d�

�
�
�
�
� =0

=
�

dL
dt

�
b

Integration
)

dM
d�

�
�
�
�
� =0

= Lb

) I =
NX

j =1

(p
i
vi � L)b= const

)
X

i

mi v2
i � L =

X

i

1
2

mi v2
i + V = E = const

iv.b) De�nition der Energie aus der Lagrange-F unktion (skleronom)

Gem•a� IV.4.C:

T =
X

�;�

c�� (q
 ) _q� _q� ; c�� = c� �
(homogenequadratische
Funktion)

@T
@_q�

= 2
X

�

c�� _q�

)
X

�

@T
@_q�

_q� = 2T

Damit ist f•ur L = T � U(q; t)

E = T + V =
fX

� =1

@L
@_q�

_q� � L Gesamtenergie

Anmerkungen(Flie�bach): Bei rheonomenZwangsbedingungenhat H nicht mehr
die BedeutungGesamtenergie.
Kartesische Koordinaten:

E =
NX

i =1

p
i
vi � L
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Energieerhaltungssatz(direkt):

dE
dt

=
X

�

�
d
dt

�
@L
@_q�

�
_q� + �

@L
@_q�

•q� �
@L
@q�

_q� � �
@L
@_q�

•q�

�

| {z }
=0 Lagrange

�
@L
@t

)
dE
dt

=
@L
@t

= 0
f•ur autonomeSysteme
(zeitliche Translationsinvarianz von L)

Beispiel: Harmonisc her Oszillator

L =
m
2

_x2 �
m! 2

2
x2

Zeige:

~L(x0; _x0) = L(x; _x) +
dM
dt

unter der Symmetrietransformation

x ! x0 = x + � cos! t

~L(x0; _x0; t) = ~L(�; x; _x; t) =
m
2

( _x � �! sin! t)2 �
m! 2

2
(x + � cos! t)2

=
m
2

_x2 �
! 2m

2
x2  ~L(0; x; _x) = L

� m _x�! sin! t +
m
2

� 2! sin2 ! t

� ! 2mx� cos! t �
m! 2

2
� 2 cos2 ! t

dM
dt

= � �m! [ _x sin! t + x! cos! t] + � 2 df
dt

M = � �m! x sin! t + � 2f (t)

Damit folgt

I =
@L
@_x

d(x + � cos! t)
d�

�
�
�
�
� =0

�
dM
d�

�
�
�
�
� =0

@L
@_x

= m _x
d(x + � cos! t)

d�
= cos! t

dM
d�

= � m! x sin! t + �f (t)

� ! 0 :
dM
d�

= � m! x sin! t

) I = m( _x cos! t + ! x sin! t) invariant

(nicht universell, speziell f•ur den harmonischen Oszillator, nicht intuitiv)
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IV.6 Hamilton-Prinzip

Ziel: Herleitung der Euler'schen Gleichung auseinemExtremalprinzip (Integral-
prinzip, vgl. Fermat-Prinzip).

Motiv ation

Extremalprinzipien geh•orenzu denwenigenKonzeptender Physik, die trotz v•olli-
gen Wandels der Interpretation Jahrhunderte •uberdauert haben. Urspr•unglich
wurde ihnen ein fast metaphysischer Hintergrund unterlegt; heute werdensolche
Prinzipien als Kernstruktur einer durchentwickelten Theorie gesehen.
Hier handelt essich um das Prinzip der kleinsten Wirkung (Integralprinzip). Es
ist die pr•agnanteste und kompakteste Formulierung der Mechanik. Der Name
(nach Helmholtz, Planck) ist irref•uhrend: Eigentlich ist esdasPrinzip deskleins-
ten Aufwandsbei gr•o�ter Wirkung (Sommerfeld).

Seiein Systemde�niert durch

L = L(q(t); _q(t); t) (Lagrange-System)

Betrachte Bahn mit den Randbedingungen

q� (t1) = q� 1 q� (t2) = q� 2 � = 1; 2; : : : ; f m

Def. � -Schar von Wegenmit gleichen Randbedingungen

q� (t; � ) = q� (t) + �� � (t) + O(� 2) � � (t) : beliebigeFunktion (Variation)

(nicht als Koordinatentransformation interpretiert, aktiv), wobei

� � (t1) = � � (t2) = 0
@q�

@�
= � � (t) )

@q� (t1; � )
@�

=
@q� (t2; � )

@�
= 0

q� (t) wird dadurch in eineSchar von Vergleichskurven eingebettet, die dieselben
Randbedingungenwie q� (t) erf•ullen.

e=0

e1

e2

t1 t2

t

qa
q ta( ) (unbekannter “richtiger”Weg)

d.h. wir setzen die Lagrange-Gl. nicht voraus!ha( ) gegeben:
(aus Funktionenraum)

t
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Def. Wirkungsin tegral S

S �
Z t2

t1

L(q(t); _q(t); t)dt (IV.30)

S[q(t)] = S(� ) =
Z t2

t1

L(t; � )dt =
Z t2

t1

L(q(t; � ); _q(t; � ); t)dt Funktional!

Notation:

Sei f = f (q; _q; t); q� = q� (t; � ).
Zeitableitung bei festemq; _q:

@f
@t

�
�
�
�
q; _q

:=
@f
@t

Zeitableitung bei festem� :

@f
@t

�
�
�
�
�

:=
df
dt

= _f

) _q =
dq(�; t)

dt
(entlang einesWeges,wie

"
bisher\ )

Also f•ur � = 0:

_q(t; � ) = _q(t) + � _� (t) = _q(t) f•ur � ! 0

@_q
@�

=
d
dt

@q
@�

(Reihenfolgevertauschbar; oben benutzt)

Hamilton-Prinzip

Behauptung:F•ur Lagrange-Systemefolgenaus� S = 0 die Lagrange-Gleichungen
zweiter Art.

Axiom 3'
(Axiom 3: Newton)

� S :=
dS(� )

d�

�
�
�
�
� =0

=
d
d�

Z t2

t1

L(t; � )dt = 0 (IV.31)

� S = 0 ist die notwendigeBedingungf•ur Extremalit •at von S[q] (S ist minimal,
hinreichend zweite Ableitung > 0).
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Bew eis:

� S =
Z t2

t1

@L
@�

dt = 0 (da Grenzenunabh•angig von � )

@L
@�

=
X

�

�
@L
@q�

@q�

@�
+

@L
@_q�

@_q�

@�

�

Betrachte zweiten Term:
@L
@_q�

@_q�

@�
=

@L
@_q�

d
dt

@q�

@�

Nun ist

d
dt

�
@L
@_q�

@q�

@�

�
=

�
d
dt

@L
@_q�

�
@q�

@�
+

@L
@_q�

d
dt

@q�

@�
(Produktregel)

)
@L
@�

=
X

�

��
@L
@q�

�
d
dt

@L
@_q�

�
@q�

@�
+

d
dt

�
@L
@_q�

@q�

@�

��

0 =
dS
d�

=
X

�

Z t2

t1

�
@L
@q�

�
d
dt

@L
@_q�

�
@q�

@�
dt

+
X

�

Z t2

t1

d
dt

�
@L
@_q�

@q�

@�

�
vollst•andigesDi�erenzial

da @q�
@� = 0 f•ur t = t1; t2:

@L
@_q�

@q�

@�

�
�
�
�

t2

t1

= 0

)
X

�

Z t2

t1

�
@L
@q�

�
d
dt

@L
@_q�

�

| {z }
� L

� q�
=V ariationsabl :=Lagrange � Abl :

@q�

@�
dt = 0

Da @q�
@� = � � (t) beliebig (Funktionenraum):

d
dt

@L
@_q�

�
@L
@q�

= 0; � = 1; 2; : : : ; f m

Gezeigt:Wenn wir vom
"
richtigen\ Pfad abweichen, ist S nicht mehr extremal.

IV.7 Erg •anzungen

IV.7.A Zusammenfassung

1. Zwangsbedingungensind (zun•achst) nicht als Kr •afte, sondernnur als Ein-
schr•ankung der Bewegungde�niert.
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2. Holonome Bedingungenlassensich explizit als Zwangskr•afte formulieren
und in die Newton'schen Bewegungsgleichungen einbauen (Lagrange Gl.
erster Art).

3. DasPrinzip der virtuellen Arbeit ist ein Di�erenzialprinzip. Es besagt,dass
die virtuelle Arbeit bez•uglich der physikalischen Kr •afte (und Tr•agheits-
kr•afte) verschwindet. Die Aussagel•asst sich auch in generalisiertenKoor-
dinaten schreiben.

4. Die b letzten angepasstenKoordinaten erf•ullen die b Zwangsbedingungen,
die 3N � berstensind damit frei. ) d'Alembert-Prinzip ) f m d'Alembert-
Gleichungen.

5. Sind die physikalischen Kr •afte Potenzialkr•afte, l•asst sich eine Lagrange-
Funktion L = T � V de�nieren. (Daraus folgen die Lagrange-Gleichungen
zweiter Art).

6. L ist nicht eindeutig: Eichtransformation.

7. Die Lagrange-Gleichungen zweiter Art sind invariant gegenKoordinaten-
transformationen (Punkttransformationen).

8. L sieht in unterschiedlichenKoordinaten unterschiedlich aus.T und V muss
allgemeinerdargestellt werdenals in kartesischen Koordinaten.

9. Reibungskr•afte lassensich •uber Dissipationsfunktionen � D = � @V
@t in die

Lagrange-Gleichung einbauen.

10. Abstraktion lohnt sich: Symmetrie-Eigenschaft eines Systems:Lagrange-
Funktion ) Noether-Theorem.

11. LagrangeII ist •aquivalent zum Hamilton-Prinzip (Integralprinzip).

IV.7.B Struktur der Lagrange-Mec hanik

a) d'Alem bert-Prinzip

Z i : Zwangskraft; � r i : virtuelle Verr•uckung

� A(Z) =
X

i

Z i � r i = 0 (Axiom 5)

)
NX

i =1

(mi •r i � F i )� r i = 0
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b) Lagrange-Gleic hungen erster Art

mi •r i = F i + Z i ; i = 1; 2; : : : ; N

f � (r 1; : : : ; r N ; t) = 0; � = 1; : : : ; b Hyper
 •achen

Z i =
bX

� =1

� � r i f � � � : Parameter

c) Lagrange-Gleic hungen zweiter Art

AngepassteKoordinaten q� ; � = 1; : : : ; f m ; f m = 3N � b

L(q; _q; t) = T � V

�
� L
� q�

�
d
dt

@L
@_q�

�
@L
@q�

= 0; � = 1; 2; : : : ; f m

•Aquivalenz:

L = L0+
dM
dt

M = M (q; t)

Punkttransformation:

Q� = Q� (q1; : : : ; qf m ; t); � = 1; : : : ; f m

ql = ql (Q1; : : : ; Qf m ; t)

Ist ql L•osungzur Lagrange-Gleichungzweiter Art mit � L
� q�

= 0, dann ist Q� L•osung

zu � ~L
� Q �

mit

~L = L(q1(Q; t); q2(Q; t); : : : ; t) +
dM
dt

d) Neother-Theorem

Q� = q� + �� � (q; t)

Gilt f•ur jedes�

~L(Q; _Q; t) = ~L(�; q; _q) = ~L(0; q; _q) +
d
dt

M (�; q; t);

wobei

~L(0; q; _q) = L(q; _q);

so ist

I (q; _q; t) =
f mX

� =1

�
@L
@_q�

�
dQ�

d�

�
�
�
�
� =0

�
dM
d�

�
�
�
�
� =0

eineErhaltungsgr•o�e.
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Kapitel V

Starrer K •orp er und
Kreiseltheorie

Motiv ation:

1. VerbesserteIdealisierung.Massepunkte(alsGegenstandderklassischenMe-
chanik) gibt esnicht. Allerdings: Kein ausgedehnter K•orper ist unter allen
Bedingungenstarr; Starrheit im Prinzip in Widerspruch zur Relativit •ats-
theorie.

2. Mehr Freiheitsgrade

3. Technisch wichtig: Unwucht, Schi�smotoren, Kreiselkompass

4. •UberraschendePh•anomene(Nutation, Pr•azession)

5. \Nat •urliches"Entstehenvon nichtlineare Bewegungsgleichungen(oft schwie-
rig zu l•osen)

V.1 Systemde�nition

Mo dell:

N -Teilchen-Systemmit holonomenZwangsbedingungen

jr � � r � j = const; � ; � = 1; 2; : : : ; N

Idealisierung:Kon
ikt mit der Relativit •atstheorieund elastischen Eigenschaften.

Berec hnung von f m

b= Anzahl unabh•angigerZwangsbedingungen

135
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N b f = N-bm 3
1
2
3
4
…

0
1
3
6
…

3
5
6
6
…

) f m = 6 (V.1)

Inertialsystem K (=Lab orsystem)

S = Schwerpunkt

mn

S

0

R( )t

rn( )t

rsn

r � (t) = R(t) + r S� (t) (V.2)

R =
1

M

NX

� =1

m� r � (V.3)

)
X

�

m� r S� = � M R +
X

�

m� r � = 0

Hilfsk oordinatensysteme (K S; K 0
S)

ez

ex

eS  z

eS  x

K=Inertialsystem (Labor)

KS

K ’s
eS  x’

eS  z’

R

z

x

xS

zS

x ’S

z ’S

passive Interpretation:

r =
X

r j ej =
X

rSj eSj =
X

r 0
Sj e

0
Sj

K S = Koordinatensystem(translatorisch)
K 0

S = k•orperfestesKoordinatensystem

�
Koordinatenursprung
im Schwerpunkt S
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Bezieh ung zwischen K S und K 0
S

vgl. I I.8
w

S

d dj=w t

(d ) = drSn ro  t w t´ rSn

rSn

Richtung von ! = Drehachse.Drehsinn:
"
Rechte-Faust-Regel\ .

j! j �
d'
dt

momentane Winkelgeschwindigkeit
von K 0

S bez•uglich K S (gemessenin K S)

dr
dt

= �
~dr
dt

+ ! � r

d.h. f•ur jedes� :

)
d
dt

r S� = ! � r S� bez•uglich S (V.4)

Kinetisc he Energie:

Aufspaltung in Translations-und Rotationsteil bez•uglich S:

T =
1
2

X

�

m� _r 2
� =

1
2

X

�

m� ( _R + _r S� )2

=
1
2

M _R
2

+
1
2

X

�

m� _r 2
S�

| {z }
� Trot

+ _R
X

�

m� _r S�

| {z }
=0

(V.5)

(wenn Bezugspunkt=Schwerpunkt)

_r 2
S� = (! � r S� )2 = ! 2r 2

S� � (! r S� )2

denn

a � b= absin' ) (a � b)2 = a2b2(1 � cos2 ' )

= a2b2 � (ab)2

) Tr ot =
1
2

X

�

m� [! 2r 2
S� � (! r S� )2]

bez•uglich S
(darstellungsunabh•angig)

(V.6)
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Umform ung der Rotationsenergie (b ez•uglic h Schwerpunkt S)

In kartesischen Koordinaten: r S� = f rS� 1; rS� 2; rS� 3g bzgl. K S

Trot =
1
2

NX

� =1

m�

"
3X

i;j =1

! 2
i r 2

S� j �
3X

i;k =1

! i rS� i ! krS� k

#

=
1
2

NX

� =1

m�

"
X

i;j;k =1

! i ! kr 2
S� j � ik �

X

i;k

! i ! krS� i rS� k

#

=
1
2

3X

i;k =1

! i ! k

NX

� =1

m�

" 
3X

j =1

r 2
S� j

!

� ik � rS� i rS� k

#

� ik :=
NX

� =1

m�

" 
3X

j =1

r 2
S� j

!

� ik � rS� i rS� k

#

= � ik reell, symmetrisch (V.7)

Tr•agheitstensorbez•uglich K S und beliebiger (! kommt nicht vor) Achse durch
den Schwerpunkt (im Allgemeinendynamische Gr•o�e, da r S� = r S� (t)).
Explizit:

� 11 =
P

� m� (r 2
S� 2 + r 2

S� 3)
� 22 =

P
� m� (r 2

S� 3 + r 2
S� 1)

� 33 =
P

� m� (r 2
S� 1 + r 2

S� 2)

9
=

;
Tr•agheitsmomente � 0

� 12 = � 21 = �
P

� m� rS� 1rS� 2 etc. Deviationsmomente � 0

(V.8)

Damit folgt (bez•uglich S):

Trot =
1
2

X

i;k

! i ! k � ik

| {z }
inK S

�
1
2

! � !
| {z }

darst :unabh:

(Skalar)

Die entsprechendenFormeln gelten auch in den Koordinaten bzgl. K 0
S.

V.2 Darstellung von Vektoren und Tensoren

a) Basis-Elemen te

a|{z}
darst :unabh:

=
X

j

ej|{z}
Basisv:

aj|{z}
Komp onente

aj = (ej � a) (V.9)
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Die Komponente aj wird berechnet gem•a� Skalarprodukt

a � b=
X

n

anbn :

DyadischesProdukt (=T ensor):

(a 
 b)mn = ambn (kartesische Koordinaten) (V.10)

) (a 
 b) =

0

@
a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

1

A

Basistensoren:(ej 
 ek); j; k = 1; 2; 3

e1 = (1; 0; 0)
e2 = (0; 1; 0)
e3 = (0; 0; 1)

9
=

;
) (e1 
 e1) =

0

@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A (e1 
 e2) =

0

@
0 1 0
0 0 0
0 0 0

1

A etc.

F•ur die neun Basistensorengilt:

(ei 
 ej )mn = � im � j n (V.11)

Einheitstensor:

1 =
X

j

(ej 
 ej ) (V.12)

)
A =

X

i;j

(ei 
 ej )A ij

A ij = ei Aej

(V.13)

Die Komponente A ij wird berechnet gem•a� doppeltem Skalarprodukt:

a � A � b=
X

m;n

am Amn bn

b) Transformationsv erhalten (passiv)

Basiswechsel (gleicher Vektor, gleicher Tensorwie vorher):

a =
X

j

e0
j a

0
j

A =
X

i;j

e0
i 
 e0

j A
0
ij
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Sei

e0
j =

X

k

� j kek

� ik = Transformationsmatrix

� � � T = 1 (orthogonal, � T transponiert)

) a =
X

k

X

j

� j keka0
j

!=
X

k

ekak

) ak =
X

j

� j ka0
j =

X

j

(� T )kj a0
j

Transformation der
Vektorkomponenten

(V.14)

A =
X

k;l

X

i;j

� il � j kel 
 ekA0
ij

!=
X

k;l

el 
 ekA l k

) A l k =
X

i;j

� il A0
ij � j k =

X

i;j

(� T ) l i A0
ij � j k

Transformation der
Tensorkomponenten

(V.15)

c) Transformationsv erhalten (aktiv)

e0
j = � ej = ej �

T ) � T e0
j = ej

Da nun

(Aa) i =
X

j

A ij aj =
X

j

aj A ij =
X

j

aj (AT ) j i

= (aAT ) i

gilt mit

(e0
j 
 e0

k) = � ej 
 � ek = � ej 
 ek � T

= � (ej 
 ek)� T

) a0 =
X

j

aj e0
j = �

X

j

aj ej = � a; a = � T a0
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) A0 =
X

j;k

A j ke0
j 
 e0

k = � A� T (V.16)

A = � T A0�

A ij = ei Aej = ei �
T A0� ej = e0

i A
0e0

j = A0
ij Komponenten konstant

Beispiel

� = � T � 0�

ei � ej = ei �
T � 0� ej

= � ei �
0� ej

� ij = = e0
i �

0e0
j = � 0

ij

j

j

ex

ex’

eyey’

a a= ’
passiv
(Bezugswechsel)
Komponenten verschieden
bezüglich und ’e ej j

j

j

ex

ex’

eyey’

a

aktiv
(”mitfahren”) zeitabhängig
Komponenten gleich
bezüglich und ’e ej jj

a’

Darstellung von � bez•uglic h K 0
S (k •orp erfest)

� 0
ik = e0

Si �
|{z}

darst :unabh:

e0
Sj zeitlich konstant (da k•orperfest)

Hauptachsentransformation (bez•uglich K 0
S)

� ~e0
Sj = � 0

j ~e0
Sj Eigenwertgleichung

~e0
Sj = Eigenbasis=Hauptachsen

� 0
j = Eigenwerte

Eigenwerte � 0 bestimmenaus

det[� 0 � � 01] = 0

L•osungen:

� 0 = � 0
j
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V.3 Drehimpuls J S bez•uglic h Schwerpunkt S

J S =
X

�

m�

�
r S� �

dr S�

dt

�

=
X

�

m� [r S� � (! � r S� )]

Entwicklungssatz(f •ur zweifachesVektorprodukt):

J S =
X

�

m� [(r S� )2! � (r S� ! )r S� ]

Weitere Umformung •uber kartesische Darstellung (K S)

JSk =
X

�

m�

"
X

i

r 2
S� i ! k �

X

j

rS� j ! j rS� k

#

=
X

j

! j

NX

� =1

m�

" 
X

i

r 2
S� i � j k � rS� j rS� k

!#

| {z }
� j k

) JSk =
X

k

! j � j k =
X

j

� kj ! j (da � ij = � j i )

J S = ! � = � ! (V.17)

J S = Drehimpuls bez•uglich S

� = Eigenschaft starrer K•orper (wie Masse)

! = Drehachse

im Allgemeinenist J S nicht parallel zu ! , � nicht konstant.

Wann ist J S parallel zu ! ?

Sei f•ur bestimmtes ! = ~! :

J S = ~� ~!

) Eigenwertgleichung:

� ! != ~� ~! ) det[� � ~� 1] = 0
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Eigenwerte=Haupttr •agheitsmomente ) ~! k Hauptachsen(fest in K 0
S) ) J S k !

falls ! k einer der Haupttr •agheitsachsen~eSj

Mit Hilfe von J S l•asstsich nun schreiben:

Trot =
1
2

! � ! =
1
2

! J S

J S =
@Trot

@!
= � !

(V.18)

J S ist der
"
konjugierte Impuls\ zu ! (vgl. Kap. IV.5).

V.4 Berec hnung von Tr •agheitsmomen ten

V.4.A Haupttr •agheitsmomen te bez•uglic h Ac hse durc h
Schwerpunkt S:

� zz =
X

�

m� (x2
S� + y2

S� )
| {z }

:= �� 2 Abstand von Achse

Koordinaten bzgl. K S oder K 0
S

(hier: Strich weglassen)

Kontinuumslimes:

m� ! dm(r S) kontinuierlich, r S bez•uglich Schwerpunkt

Massendichte:

n(r S) =
dm(r S)

dV
) dm(r S) = n(r S)dV

X

�

m� � 2
� !

Z
� 2(r S)n(r S)dV

� zz =
Z

V
(x2

S + y2
S)n(r S)dV und zyklisch

Speziell: n = const:

� zz =
M
V

Z

V
(x2

S + y2
S)dV
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Beispiel: Vollzylinder

n = const; Zylinderkoordinaten: x2 + y2 = � 2

dV = 2� � d� dz (Zylinderm•antel)

� zz =
M
V

2�
Z R

0
� 3d�

Z h

0
dz =

2� M h
V

Z R

0
� 3d�

=
2� M h

V
R4

4
V = � R2h

� zz =
1
2

M R2 � xx = � yy =
1
4

M R2 +
1
12

M h2

F•ur h =
p

3 ist � xx = 1
4M R2 + 1

4M R2 = � zz.

V.4.B Tr •agheitsmomen te bez•uglic h beliebiger Ac hsen

In manchen F•allen wird eineRotation um eineAchseerzwungen, die nicht durch
S geht.

A

R

d
rSn

mn

S

rAn

r A� = d + r S�
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Dann ist dasTr•agheitsmoment bez•uglich einer Achseparallel zur z-Achsedurch
A gegeben durch (Grundform)

� A
zz =

X

�

m� (x2
A� + y2

A� ) =
X

�

m� [(dx + xS� )2 + (dy + yS� )2]

=
X

�

m� (d2
x + d2

y) +
X

�

m� (x2
S� + y2

S� ) + 2dx

X

�

m� xS�

| {z }
=0

+2dy

X

�

m� yS�

| {z }
=0

da

X

�

mi r S� = M R = Schwerpunkt � 0 in K S

Steiner'sc her Satz

� A
zz = � S

zz + M (d2
x + d2

y) und zyklisch
� A

xy = � S
xy � M dxdy und zyklisch

) Minimaleigenschaft desSchwerpunktes:j� xy j ist f•ur die Achsedurch S minimal.
) Tr•agheitsmomente zu parallelenAchsenh•angenvoneinanderab.

V.5 Bew egungsgleic hungen

Schwerpunktsatz (b ez•uglic h K ):

R =
1

M

X

�

m� r �

m� •r � = F � = F ext
� +

NX

� =1

F � �

X

�

m� •r � =
X

�

F ext
� +

X

�;�

F � �

| {z }
=0 wegen F � � = � F �� (actio=reactio)

) M •R = F ext �
X

�

F ext
� =

d
dt

P tot (V.19)
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Drehimpulssatz (b ez•uglic h K ):

X

�

m� r � � •r � =
X

�

r � � F �

=
X

�

r � � F ext
� +

X

�;�

r � � F � �

J =
X

�

m� (r � � _r � )

dJ
dt

=
X

�

m� (r � � •r � ) = Linke Seite

Doppelsumme:

r 1 � F 12 + r 2 � F 21 = (r 1 � r 2) � F 12 (actio=reactio)

Annahme: Innere Kr •afte sind Zentralkr •afte ) Doppelsumme=0

)
d
dt

J = D =
X

�

r � � F ext
� Drehmoment (V.20)

Drehimpulssatz (b ez•uglic h K S)

r � = R + r S�

•r � = •R + •r S�

Dies in
X

�

m� (r � � •r � ) =
X

�

r � � F ext
�

unter Beachtung von
X

�

m� r S� = 0;
X

�

m� •r S� = 0 ) gemischte Terme= 0

X

�

m� (R � •R + r S� � •r S� ) =
X

�

(R � F ext
� + r S� � F ext

� )

Nach dem Schwerpunktsatz sind die beidenerstenTermerechts und links gleich:

)
X

�

m� (r S� � •r S� ) =
X

�

r S� � F ext
�
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d
dt

J S = D S (V.21)

Andererseits:

J S = � ! = � (t)! (t)

d
dt

J S = _� ! + � _! = DS (in K S) (V.22)

DieseGleichung ist leicht zu merken, aber schwer zu benutzen, au�er f•ur _� = 0.
Trick: Gehe•uber in K 0

S, dort ist � 0 = const. Darstellungswechsel:

J S(t) =
X

i

J 0
Si e

0
Si (t) =

X

i;j

� 0
ij ! 0

j (t)e
0
Si (t)

da

J 0
Si =

X

j

� 0
ij ! 0

j (t)

)
d
dt

J S =
X

i;j

� 0
ij _! 0

j e
0
Si +

X

i;j

� 0
ij ! 0

j _e0
Si in K 0

S

_e0
Si = ! 0 � e0

Si (vgl. I I.8), gilt nur f•ur k•orperfestesBezugssystem

Die GleichungenhabenverschiedeneGestalt in K S und K 0
S, obwohl sie

"
abstrakt\

•uber Vektoren formuliert sind. Die ersteForm (V.21) gilt in K S und K 0
S.

Euler'sc he Gleic hungen (Kreiselgleic hung)

)
d
dt

J 0
S = � 0_! 0+ ! 0 � J 0

S = D S (in K 0
S) (V.23)

Da J 0
S = � 0! 0 ) nichtlinear bez•uglich ! :

) ! 0 � (� 0! 0) + � 0_! 0 = D 0
S
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Euler'sc he Gleic hungen in Hauptac hsenform:

� 0
ik = � 0

i � ik ; i; k = x; y; z (1; 2; 3)

) (! 0 � (� 0! 0))x = � 0
z! 0

y ! 0
z � � 0

y ! 0
z!

0
y

= (� 0
z � � 0

y)! 0
y! 0

z und zyklisch

� 0
x _! 0

x � (� 0
y � � 0

z)! 0
y! 0

z = D 0
Sx

� 0
y _! 0

y � (� 0
z � � 0

x )! 0
z! 0

x = D 0
Sy

� 0
z _! 0

z � (� 0
x � � 0

y)! 0
x ! 0

y = D 0
Sz

(in K 0
S)

(k•orperfestesHauptachsensystem)
(V.24)

Nichtlineare gekoppelte Di�erenzialgleichungenf•ur ! x , ! y, ! z (momentane Achse
durch denSchwerpunkt). DasDrehmoment D S bestimmt die Dynamik. Aber aus
D S = 0 folgt nicht _! 0 = 0 (nur f•ur � 0

i = � 0

"
Kugelkreisel\ ).

Hinterher R•ucktransformation in K S bzw. K .
Geometrische Kugel: Alle Dreibeinein S sind Hauptachsen.Es ist immer � 0

i = � 0.
Diesgilt auch f•ur W•urfel und sogarf•ur Zylinder, falls h =

p
3R. Der Tr•agheitsten-

sor � = � 01 hat dieseForm in jedemKoordinatensystem,sofernnur die Drehachse
durch S geht.
Denn esist

� 00 = � T � 0�

� 0 = � 1

) � 00 = � � T � = � 1

Klassenvon Kreiseln:

� Kugelkreisel:Alle � i sind gleich bez•uglich der Haupttr •agheitsachsen.

� Symmetrische Kreisel: Zwei Tr•agheitsmomente sind gleich.

� Unsymmetrischer Kreisel: Alle Tr•agheitsmomente sind verschieden.

� Rotator: � 1 = � 2; � 3 = 0 (eindimensional),nur zwei Gleichungen

Eine Symmetrieachseist immer eineHaupttr •agheitsachse.
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V.6 An wendungsb eispiele

1. Rotation um feste Ac hse: Torsionsp endel

Wie bei rotierendemBezugssystem(K ; K S; K 0
S)

w

e eS  z S  z, ’

j ’

eS  x

eS  y

e eS  z S  z= ’

eS  y’ Ruhelage ’=0j

W•ahle

K S : f eSx ; eSy; eSz k ! g
K 0

S : f e0
Sx ; e0

Sy; e0
Sz k eSzg

�
) ! z = ! 0

z

Setze

! 0 = (0; 0; _' 0) (' =Euler'scher Winkel, sieheunten)

Kreiselgleichung:

) � 0
z _! 0

z = D 0
Sz � � k0' 0 (Modell f•ur R•uckstell-Moment)

� 0
z •' + k0' 0 = 0

L•osung:

' 0(t) = ' 0
0 cos(
 0

0t � � )


 0
0 =

s
k0

� 0
z

2. Rollender Zylinder

bez•uglich K S; K 0
S festeAchse

S

j ’ ey

ex

ez

R( )t
R0’

K

w

e eS  z S  z, ’

K KS S, ’:
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K 0
S : Trot = 1

2 � 0
z! 02

z

K S : Ttrans = 1
2M _R2

x (zus•atzlich)

Abrollb edingung(Verkn•upfung der Drehbewegungund der Translation):

Rx = � ' 0R0

! 0
z = _' 0 = �

_Rx

R0

R = (Rx ; 0; 0)

T =
1
2

M _R2
x +

1
2

� 0
z! 02

z =
1
2

�
M +

� 0
z

R02
0

�

| {z }
M e� >M

_R2
x = T( _Rx )

Lagrange-Funktion:

L = T( _Rx )
d
dt

@L

@_Rx
= M e�

•Rx = 0

3. Kr •aftefreie Kreisel

"
freie Achse\

D 0
S = 0 ) J S = const

a) " Kugelkreisel \

� 0
1 = � 0

2 = � 0
3 � � 0 Hauptachsensystem

Euler-Gleichungen:

� 0_! 0
i = D 0

Si = 0; i = 1; 2; 3

) ! 0
i = const; i = 1; 2; 3

ebensoJ 0
Si = � 0! i = const

�
bez•uglich K 0

S (Hauptachsen)

) J 0
S k ! 0 (immer)

Symmetrieachsen=Hauptachsen= e0
j :

! 0 k e0
S3 k eS3 oder andereHauptachse
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b) Symmetrisc her Kreisel

z.B. Kinderkreisel

� 0
1 = � 0

2 6= � 0
3 � 0

1 � � 0
3 = � � 0

e0
3 = Figurenachse(Symmetrieachse)

Euler-Gleichungen:

� 0
1 _! 0

1 � � � 0! 0
2!

0
3 = 0

� 0
1 _! 0

2 + � � 0! 0
3!

0
1 = 0

(� 0
1 + � � 0) _! 0

3 = 0

) ! 0
3 = const

_! 0
1 =

� � 0! 0
3

� 0
1

! 0
2 (V.25)

_! 0
2 = �

� � 0! 0
3

� 0
1

! 0
1

) •! 0
1 = �

�
� � 0! 0

3

� 0
1

� 2

! 1 � � 
 02
0 ! 0

1 mit 
 0
0 =

�
�
�
�
� � 0! 0

3

� 0
1

�
�
�
�

•! 0
2 = � 
 02

0 ! 0
2

Ansatz:

! 0
1 = ! 0

? sin
 0
0t ) _! 0

1 = ! 0
? cos
 0

0t 
 0
0

Wegen(V.25):

! 0
? cos
 0

0t 
 0
0 = 
 0

0! 0
2


 0
0 positiv per De�nition, Vorzeichen oben f•ur � � 0! 0

3 > 0; ! 0
? =

"
Amplitude\ der

Winkelgeschwindigkeit

! 0
1 = ! 0

? sin
 0
0t

! 0
2 = ! 0

? cos
 0
0t

) ! 02
1 + ! 02

2 = ! 02
? = const

! 02 =
X

i

! 02
i = ! 02

? + ! 02
3 = const
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Drehimpuls bez•uglich Hauptachsensystem(K 0
S):

J 0
Si = � 0

i !
0
i

J 02
S = � 02

1 ! 02
? + � 02

3 ! 02
3 = const

Damit folgt bez•uglich K S,K 0
S:

2Trot = ! � ! = J S! = jJ Sjj ! j cos� = jJ 0
Sj

|{z}
=const

j! 0j
|{z}
=const| {z }

Skalare invariant

cos� 0

) cos� =
2Trot

jJ S jj ! j
= const> 0 ) �

�
2

� � �
�
2

b
a

g

w’ w^ ’
JS’

S

eS3’

w3’ (Figurenachse)
=Hauptträgheitsachse=fest

in ’KS

Entsprechend:

! 0
3|{z}

const

= j! 0j
|{z}
const

cos� tan � =
! 0

?

! 0
3

) cos� = const


 = � + � = const

Behauptung: J 0
S; ! 0; eS3 liegenin einer Ebene:

(J 0
S � ! 0)e0

S3
!= 0 (Spatprodukt)

Beweis:

(J 0
S � ! 0)3 = J 0

S1!
0
2 � J 0

S2!
0
1 = � 0

1! 0
1!

0
2 � � 0

2! 0
2!

0
1

= 0 da � 0
1 = � 0

2

J 0
S und ! 0 bewegensich auf Kegelnum die Figurenachse,
 0 =

�
�
� � � 0! 0

3
� 0

1

�
�
� (d.h. beide

Vektorensind bez•uglich K 0
S nicht konstant). ! 0 beschreibt um e0

S3 einenPolkegel
(sieheoben, Drehfrequenz
 0

0).
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Beschreibung bez•uglic h K S

J S = const

W•ahle eS3 k J S. Alle Winkel sind invariant bez•uglich einerorthogonalenKoordi-
natentransformation.

a g

w (Präzession)

S

JS

eS3’
eS3

Spurkegel

Nutationskegel

Figurenachse

Alternative Darstellung
auf Einheitskugel um:S

S

e JS S3||eS3’

Nutationskegel=Wanderungder Figurenachse,von au�en sichtbar
Regul•are Pr•azession=Bewegungvon ! mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
 0

(nicht so gut sichtbar).
J S; ! ; e0

S3 liegenin einer Ebene.
Wann ist J 0

S k ! 0 (J S k ! )?
Allgemein

J 0
S = � 0! 0 != ~� 0! 0

Setze

! 0 = j! 0j~e0
S

) Eigenwertgleichung:

� 0~e0 = ~� 0~e0
S

d.h. falls ! 0 parellel zu einer der Hauptr•agheitsachsen e0
S1; e0

S2; e0
S3 ist, dann ist

auch J 0
S parallel zu ! 0 (alle Kegel verschwinden).

) Die Anfangspr•aparation entscheidet (Annahme: kr•aftefrei).

An wendung: Erde als symmetrisc her Kreisel

FigurenachseS-N (geometrische Pole)
K 0

S, Erde:

� 0
1 = � 0

2 < � 0
3 (Rotationsellipsoid, abge
acht)

� � 0

� 0
1

=
� 0

1 � � 0
3

� 0
1

� �
1

300
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 0
0 =

�
�
�
�
� � 0! 0

3

� 0
1

�
�
�
�

T0 =
2�

 0

0
=

2�
! 0

3|{z}
1 Tag

�
�
�
�

� 0
1

� � 0

�
�
�
�

| {z }
300

� 300Tage

Sichtbar von K 0
S (=Erde): WanderungdesSchnitts der momentanen Drehachse

(=kinematischer Nordpol NK ) auf der Erdober
 •ache.

eS3’w’

S

NNK

Unterscheide:

� Geometrischer Nordpol: N

� Kinematischer Nordpol: NK

� Magnetischer Nordpol: Nm

Experimentell: T0 = 433Tage= 1 Chandler'sche Periode.
! 0 beschreibt einenKreis mit Radius 10m (

"
Pr•aparation\ , Polkegel)

V.7 Euler'sc he Wink el und Lagrange-Gleic hung

V.7.A Einleitung

Darstellungswechsel K 0
S $ K S (passiv)

e0
Si =

X

k

� ik eSk

eSk =
X

i

(� T )ki e0
Si =

X

i

� ik e0
Si

(� T ) ik = � ki (vertausche Zeilen und Spalten)

� � T = 1 (orthogonaleTransformation)
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� = orthogonale Transformation in drei Dimensionen:3 � 3-Matrix, aber nur
3 = f m unabh•angigeParameter.SpezielleParametrisierung:Euler-Winkel.

� = C(' ) � B (#) � A( ) 3 Basis-Operationen

Dar•uber hinaus sind f '; #;  g angepassteKoordinaten, falls die Drehbewegung
nicht durch Zwangsbedingungeneingeschr•ankt ist.
Bisher vernachl•assigt:

� •Au�ere Kr •afte und Reibung

� •Au�ere Potenzialkr•afte: Funktion der angepasstenKoordinaten '; #;  

Ziel: Lagrange-Funktion

L(R; _R; '; _' ; #; _#;  ; _ ; t) = T � V('; #;  )

6 Koordinaten, 6 Geschwindigkeiten

V.7.B Transformationsmatrix � ('; #;  )

Positive Winkel gegenden Urzeigersinn(
"
Rechte-Faust-Regel\ ).

1. Dreh ung: De�nition von '

e eS  z S  z= (1  )

j

j

eS  x

eS  x
(1  )

eS  y

eS  y
(1  )

A(' ) =

0

@
cos' sin' 0

� sin' cos' 0
0 0 1

1

A (V.26)

f eSx ; eSyg = •AquatorialebenedesSystemsK S

Orthogonal: AAT = 1 etc.
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2. Dreh ung: De�nition von #

eS  y
(1  )

J
J

eS  y
(2  )

e eS  x S  x
(1  ) (2  )=

eS  z
(1  )

eS  z
(2  )

B(#) =

0

@
1 0 0
0 cos# sin#
0 � sin# cos#

1

A (V.27)

Drehungum
"
Knotenlinie K n\ =Schnittlinie derbeiden•Aquatorebenenf eSx ; eSyg

und f e0
Sx ; e0

Syg (sieheunten)

3. Dreh ung: De�nition von  

eS  y
(2  )

e eS  z S  z
(2  )= ’

y

y

eS  y’

eS  x
(2  )

eS  x’

C( ) =

0

@
cos sin 0

� sin cos 0
0 0 1

1

A (V.28)

f e0
Sx ; e0

Syg = •Aquatorialebenevon K 0
S

Hinter einanderausgef•uhrt (Drehungennicht kommutativ)

� = C � B � A (V.29)

=

0

@
cos cos' � cos# sin' sin cos sin ' + cos# cos' sin sin sin#

� sin cos' � cos# sin' cos � sin sin' + cos# cos' cos cos sin#
sin# sin' � sin# cos' cos#

1

A

e0
Si =

X

k

� ik eSk

Euler-Winkel: Vermitteln Drehung von eSk nach e0
Si .



V.7. EULER'SCHE WINKEL UND LAGRANGE-GLEICHUNG 157

V.7.C Vektor der Wink elgeschwindigk eit

Rotation: •Anderung der Euler-Winkel pro Zeit
Def.:

! = ! ' + ! # + !  ;

wobei

! ' = _'e Sz Drehung um eSz-Achse(K S)
! # = _#e(2)

Sx Drehung um Knotenlinie K n (K S=K 0
S)

!  = _ e0
Sz Drehung um Figurenachsee0

Sz (K 0
S)

Forme um bez•uglich Einheitsvektoren von K 0
S:

e0
Si =

X

k

� ik eSk

eSz =
X

i

� iz e0
Si = � xz e0

Sx + � yze0
Sy + � zze0

Sz

= sin# sin e0
Sx + sin# cos e0

Sy + cos#e0
Sz

e0
Sj =

X

k

Cik e(2)
Sk

e(2)
Sx =

X

i

Cix e0
Si = Cxx e0

Sx + Cyxe0
Sy + Czxe0

Sz

= cos e0
Sx � sin e0

Sy

Summiereund ordne:

! = ! 0
xe0

Sx + ! 0
ye0

Sy + ! 0
ze

0
Sz

! 0
x = _' sin# sin + _# cos 

! 0
y = _' sin# cos � _# sin 

! 0
z = _' cos# + _ 

in K 0
S (V.30)

j! 0j2 = _' 2 + _#2 + _ 2 + 2 _' _ cos#

V.7.D Lagrange-F unktion in Euler-Wink eln

L = T � V

V = V('; #;  ) (Modell)

T|{z}
Skalar

=
1
2

! 0� 0! 0 =
1
2

X

i

~� 0
i|{z}

const

! 02
i (Hauptachsenformbzgl. K 0

S)
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L('; #;  ; _' ; _#; _ ) =
1
2

~#0
x ( _� cos + _' sin# sin )2

+
1
2

~� 0
y(� _# sin + _' sin# cos )2

+
1
2

~� 0
z( _ + _' cos#)2 � V ('; #;  )

(V.31)

Lagrange-Gleichungen:
a)

d
dt

@T
@_'

�
@T
@'|{z}
=0

=
@V
@'

= Dz Drehmoment bez•uglich eSx (K S) (V.32)

b)

d
dt

@T

@_#
�

@T
@#

= �
@V
@#

= DK n
Drehmoment bez•uglich e(2)

Sx
(Knotenlinie K S/ K 0

S)
(V.33)

c)

d
dt

@T

@_ 
�

@T
@ 

= �
@V
@ 

= D 0
z Drehmoment bez•uglich e0

Sz (K 0
S) (V.34)

Explizit:

@T

@_ 
= ~� 0

z( _ + _' cos#) = ~� 0
z! 0

z

@T
@ 

= ~� 0
x ( _# cos + _' sin# sin )

| {z }
! 0

x

(� _# sin + _' sin# cos )
| {z }

! 0
y

+ ~� 0
x (� _# sin + _' sin# cos )

| {z }
! 0

y

(� _# cos � _' sin# sin )
| {z }

� ! 0
x

= (~� 0
x � ~� 0

y)! 0
x ! 0

y

Lagrange-Gleichung:

~� 0
z _! 0

z � (~� 0
x � ~� 0

y)! 0
x ! 0

y = D 0
z (V.35)

Identisch mit der Euler-Gleichung (V.24) f•ur die z-Komponente (K 0
S), wie zu er-

warten.
Insgesamt stimmen aber die Lagrange-Gleichungen in Euler-Winkeln nicht mit
den Euler-Gleichungen •uberein: Dort beziehensich alle Komponenten auf das
k•orperfesteKoordinatensystem.Die Lagrange-Gleichungen dagegensind in ge-
mischter Darstellung.
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V.8 Schwerer symmetrisc her Kreisel

Koordinatensysteme:

� K•orperfestesSystemK 0
O f e0

Ox ; e0
Oy; e0

Oz = Figurenachseg (Hauptachsensys-
tem bez•uglich festemDrehpunkt O 6= S)

� RaumfestesSystemK O f eOx ; eOy; eOzg; beideKoordinaten-Nullpunkte stim-
men •uberein und sind identisch mit dem Drehpunkt O.

Tr•agheitstensorbez•uglich S:

~� 0
x ; ~� 0

y; ~� 0
z; ~� 0

x = ~� 0
y

Tr•agheitstensorbez•uglich O:

� 0
x = � 0

y = ~� 0
x + M l2 (Steiner)

~� 0
x = ~� 0

z (e0
Oz-Achsegeht durch S)

Potenzial:

V(#) = M gl cos# (V.36)

T =
1
2

� 0
x [( _# cos + _' sin# sin )2 + (� _# sin + _' sin# cos )2]

+
1
2

� 0
z( _ + _' cos#)

Fassezusammen:

L(#;  ; _'; _#; _ ) =
1
2

� 0
x ( _#2 + _' 2 sin2 #) +

1
2

� 0
z( _ + _' cos#)2 � M gl cos# (V.37)

Invarianzen

a)
@L
@'

= 0 b)
@L
@ 

= 0 c)
@L
@t

= 0

) drei Erhaltungsgr•o�en
a)

@L
@_'

= � 0
x _' sin2 # + � 0

z( _ + _' cos#) cos#

@L
@'

= 0 )
d
dt

@L
@_'

= 0 )
@L
@_'

= const= Jz
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Jz = (� 0
x sin2 # + � 0

z cos2 #) _' + � 0
z cos# _ = const (V.38)

b)

@L

@_ 
= � 0

z( _ + _' cos#)
@L
@ 

= 0 )
d
dt

@L

@_ 
= 0

@L

@_ 
= const= J 0

z

J 0
z = � 0

z
_ + � 0

z cos# _' = const (V.39)

c) Wegen@L
@t = 0 ist @E

@t = 0 (vgl. IV.5) E = T + V = const:

E =
� 0

x

2
( _#2 + _' 2 sin2 #) +

� 0
z

2
( _ + _' cos#)2 + M gl cos# = const (V.40)

Aus (V.39):

� 0
z

_ = J 0
z � � 0

z cos# _' (V.41)

oder

( _ + _' cos#)2 =
J 02

z

� 02
z

(V.42)

(V.41) in (V.38) (# 6= 0; # 6= � ):

cos# J 0
z � � 0

z cos2 # _' + (� 0
z cos2 # + � 0

x sin2 #) _' = Jz

) _' (#) =
Jz � J 0

z cos#
� 0

x sin2 #

_' 2 sin2 # =
(Jz � J 0

z cos#)2

� 02
x sin2 #

(V.43)

(V.42) und (V.43) in (V.40):

E(#; _#) =
� 0

x

2
_#2 +

(Jz � J 0
z cos#)2

2� 0
x sin2 #

+
J 02

z

2� 0
z

+ M gl cos#

� ~E +
J 02

z

2� 0
z

+ M gl
| {z }

=const wegen (V :39)

= const ) ~E = const

Def.:

~E =
� 0

x

2
_#2 + Ue� (#)

Ue� (#) =
(Jz � J 0

z cos#)2

2� 0
x sin2 #

� M gl(1 � cos#)
(V.44)
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-(1-cos )J

-2

0 p

J

monoton
0

1

1
sin2J

p
(Jz � J 0

z cos#)2

2� 0
x sin2 # : Polstellen # = 0; # = � . F•ur 0 � � � � ist M gl(1 � cos#) � 0,

monoton.
Falls Jz 6= J 0

z : Ue� (# ! 0; � ) ! 1 (nicht erreichbar), dazwischen Minimum.

Ueff( )J

JJ 1 J 2

E
~

p
Minimum für vorgegebenes, ’ (für )J Jz z J=0
® j=reguläre Präzession const

.

.

J ,J :
Þ

1 2 Umkehrpunkte
( irreguläre Präzession)

Jz = J 0
z : # = 0 stehenderKreisel

Jz = � J 0
z : # = � h•angenderKreisel (Aufh•angepunkt fest)

Anmerkungen

� Das Problem w•are schwierig zu l•osen mit Hilfe der Euler'schen Kreisel-
Gleichungen:

{ Das Drehmoment DK n = � @V
@# ist weder bez•uglich K S noch K 0

S vor-
gegeben.

{ Erhaltungsgr•o�en Jz und J 0
z (ebenfalls verschiedeneKoordinatensys-

teme)

� _ = Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der K•orper um die Figurenachse
e0

z dreht=
"
eigentliche Kreisel-Rotation\ , hier dominierend.

� _' = Winkelgeschwindigkeit, mit der sich die Figurenachsee0
z um Jzez (fest

in K S) dreht (! Nutationskegel), _' � _ .

� _# =
"
Nick-Bewegung\ (Torkeln, keine Drehung): Bewegung des Winkels

zwischen raumfester Jzez-Achse und k•orperfester e0
z-Achse=Figurenachse

(in Kap. V.6 # = 
 ), _# � _ , •O�n ungswinkel desNutationskegels
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Bew egungst yp en des schweren symmetrisc hen Kreisels

a)
"
FesteRotation\

_# = 0; _' (#) = const � 0; _ (#; _' ) =
J 0

z

� 0
z

In K 0
S:

! 0
x = 0

! 0
y = 0

! 0
z = _ ! 0 k e0

Sz (Figurenachse)

b) Regul•are Nutation (� Pr•azession)

_# = 0; _' (#) = const6= 0 � _ ;

_ (#; _' ) =
J 0

z � � 0
z cos# _'
� 0

z
= const= a

c) Irregul•are Nutation (� Pr•azession)

_# 6= 0 (Nutationskegelzeitabh•angig)

_' (#) 6= const
_ (#; _' ) 6= const

Regul •are Pr •azession

_# = 0 ) # = #1 = #2 = const
(V :43)
) _' = const

Kegel mit •O�n ungswinkel #
eOz’

eOz

j

J =J1 2

KO

(vgl. Fig. für )E
~

Nutation:
Bewegung von ’
bzgl. ( )

e
e

Oz

Oz SK

Im kr•aftefreien Fall gibt esnur regul•are Pr•azession(U = 0, vgl. Kap. V.6, vier
Erhaltungsgr•o�en E; J S)
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Irregul •are Pr •azession

Darstellung bez•uglich K O (Inertialsystem)
_# 6= 0; _' 6= const (V.43)

Bewegungder Figurenachse auf der Einheitskugel (Durchsto�punkt): Nutation
(Betrachtung von au�en (K O))

O

Figurenachse ’eOz (~ ’)w
eOz z( -Richtung)J

eOy

eOx

j

J
geometrischer
NordpolN

Bahn des Durchstoß-
punktes,J¹ 0

.

j

zO

J 1

J 2

a)
j

zO

J 1

J 2

b)

AnwendungErde (kein festerAufh•angepunkt):Die #-Bewegungist eineTorkelbe-
wegungvon N . Die ' -Bewegungist wie die Pr•azessionvon ! . Die Erde entspricht
einemsymmetrischen Kreisel. Dasgesamte angewendeteDrehmoment (durch die
Mitglieder desSonnensystems)ist zeitlich aber nicht konstant. Die Nutation ent-
spricht etwa demFall b). Die #-Periode betr•agt T = 26000Jahre. (Kap. V.6: Das
KoordinatensystemK S ist das System, in dem J = const gilt; hier ist J nicht
konstant, da dasDrehmoment 6= 0 ist.)

V.9 Stehauf-Kreisel

V.9.A Mo dell

Symmetrischer Kreisel mit Gleitreibung
Links realeForm, rechts Ersatzmodell (Schwerpunkt S 6= Zentrum Z)

Anfangszustand:
0q=

Endzustand:
q=p

A

S

J
R=1

a J= jsin Hebelarm bzgl. -Achse

1- cosa JsinJ

a Z

eS  z

eS  z’j

y

Hebelarm bzgl. -Achsey

Reibungskraftanteil
^ Papierebene

Figurenachse
(Hauptträgheitsachse)
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Der Aufpunkt A ist im Allgemeinennicht fest.
Ph•anomenologische Gleitreibung, bez•uglich der Bewegungvon A, wobei S raum-
fest ist (S-Bewegungschon wegged•ampft):

Drehmoment = Hebelarm� Reibungskraft

Komponenten:

D ' = Hebelarm bzgl: ' � Reibungskraftanteil?

D  = Hebelarm bzgl:  � Reibungskraftanteil?

)
D '

D  
=

� sin#
sin#

= �

Lineare Geschwindigkeiten (Schwerpunkt sei konstant bez•uglich Au
age
 •ache).
Bei Rotation um Schwerpunkt (Schwerpunkt fest) ist die Gleitreibungskraft � v
(ph•anomenologischesModell)
Geschwindigkeit von A auf der Ebene:

v = (v + v' )e? + v#ek

v = _ sin#
v' = _'� sin#

�
?f eSz; e0

Szg-Ebene

v# = _#(1 � � cos#) in Ebenef eSz; e0
Szg

V.9.B Lagrange-Gleic hungen

d
dt

@L
@_'

= _J3 = � D ' +
@L
@'|{z}

= @T
@' =0

d
dt

@L

@_ 
= _J 0

3 = � D  +
@L
@ |{z}

= @T
@ =0 f •ur � 0

x = � 0
y

Mit D '

D  
= �

) _J3 = � _J 0
3 ) _J3 � � _J 0

3 = 0

) � � J3 � � J 0
3 = const Erhaltungsgr•o�e
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Wichtiges Ergebnis:� = const.Zwar nicht einfach zu verstehen,aber damit l•asst
sich Stehauf-Kreiselqualitativ verstehen(sieheunten).

Trot =
1
2

� 0
x ( _#2 + _' 2 sin2 #) +

1
2

� 0
z( _ + _' cos#)2

) J3 =
@L
@_'

= _' (� 0
x sin2 # + � 0

z cos2 #) + � 0
z

_ cos#

J 0
3 =

@L

@_ 
= � 0

z( _ + _' cos#)

F•ur # = 0:

J3 = J 0
3 = � 0

z( _ + _' )

Ohne Gleiten ist v = (v# ; v' + v ) = (0; 0), d.h.

_# = 0; v' + v = 0 ) _ + � _' = 0

Dies in Trot :

Trot =
1
2

� 0
x _' 2 sin2 # +

1
2

_' 2(cos# � � )2� 0
z

Trot =
1
2

F _' 2

F � � 0
x sin2 # + (cos# � � )2� 0

z

Eliminiere _' : Dazu beachte

� = J3 � � J 0
3

J3 =
@L
@_'

= _' (� 0
x sin2 # + � 0

z cos2 #) + � 0
z

_ cos#

J 0
3 =

@L

@_ 
= � 0

z( _ + _' cos#)

� � _' (� 0
x sin2 # + � 0

z(cos# � � )2) = _'F

Trot (#) =
� 2

2F (#)

F (#):

F (0) = (1 � � )2� 0
z 0 < � < 1

F (� ) = (1 � � )2� 0
z > F (0)
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Trot (# = � )
| {z }

Inversion

< Trot (# = 0) am Anfang
kontinuierliche Funktion
(keineBarriere)

(+Bedingung f•ur � 0
x ; � 0

z)
Interpretation: Epot erh•oht ) Trot kleiner ) weniger Gleitreibung bei St•orung,
d.h. Zustand # = � ist der stabilere.

V.10 Erg •anzungen

V.10.A Zusammenfassung

1. Modell: Ein starrer K•orper ist de�niert •uber holonomeZwangsbedingungen
einesN -Punkte-Systems.f m = 6. Dies gilt auch f•ur den Kontinuumslimes.

2. Der Tr•agheitstensorliefert eine relative Struktur-Information. Er ist ein
symmetrischer Tensor.Bez•uglich momentaner Drehachse! (t) ist � (t), also
zeitabh•angig.

3. Bilanzgleichungen:Schwerpunktsatz, Drehimpulssatz.Der Drehimpulssatz
l•asstsich umformen in Kreiselgleichungen:drei nichtlineare gekoppelte Be-
wegungsgleichungen f•ur ! 0.

4. Die Bewegungstypen ergeben sich aus den Kreiselgleichungen (z.B. kr•afte-
frei) und der Symmetrie(Kugel-, symmetrischer, unsymmetrischer Kreisel).

5. AngepassteKoordinaten: drei Euler-Winkel und drei Schwerpunktskoordi-
naten.

6. Lagrange-Funktion bez•uglich Euler-Winkeln: Die Lagrange-Gleichungenbe-
ziehensich wederauf K S noch auf K 0

S, sondernauf die drei Drehachsenin
der De�nition der Euler-Winkel (gemischte Darstellung). Die generalisier-
ten Kr •afte sind die Drehmomente.

7. Bewegungstypen:

(a) Starre Achsen

(b) Kr •aftefrei, ! k Haupttr •agheitsachse:ohnePr•azession

(c) Kr •aftefrei, ! beliebig: Regul•are Pr•azession_' = const

(d) Konstantes Kraftfeld: Pr•azessionund (wahre) Nutation _' = _' (#).
Irregul•are Pr•azession:_# 6= 0

(e) Zeitabh•angigeKraftfelder: z.B.
"
astronomische Nutation\

(f ) Mit Reibung: Stehauf-Kreisel,Stabilit •atsfragen



Kapitel VI

Hamilton'sc he Mec hanik

Motiv ation

Als praktischeMethodeist dieHamilton-Mechanik wenigergeeignetalsdieLagrange-
Mechanik. Statt dessenist sien•utzlich

1. alsTransformationstheorie(zyklische Koordinaten, kanonischeTransforma-
tionen)

2. als St•orungstheorie(N•aherungsverfahren)

3. f•ur die statistische Mechanik (Liouville'schesTheorem)

4. als •Ubergangzur Quantenmechanik (Poisson-Klammer! Kommutator)

5. wegenphysikalischer Deutung der Hamilton-Funktion: Gesamtenergie(f •ur
zeitunabh•angigeZwangsbedingungen)

Wir beschr•anken uns auf holonomeZwangskr•afte. Ein Kennzeichen der Hamil-
ton'schen Mechanik ist die symmetrische Behandlungvon Ort und Impuls (me-
chanischer Zustand). Ort und Impuls sind kanonisch konjugiert.

VI.1 Legendre-T ransformation

Ziel:

Variablenwechsel ohne Informationsverlust, umkehrbar, erste Ableitungen inter-
pretierbar.

Def. Legendre-T ransformation

Sei f (x) einedi�erenzierbare Funktion. Die neueVariable

z(x) �
df
dx

(VI.1)

167
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hei�t
"
konjugierte Gr•o�e zu x\ . Es sei ferner

d2f
dx2

=
dz
dx

6= 0: (VI.2)

) Es existiert eine eindeutige Umkehrung x = x(z). Aber f (x) $ f (x(z))
w•are nicht notwendig eindeutig 1. Gesucht: Umkehrbarkeit bez•uglich Funktion,
nicht nur bez•uglich Variablen. Vermeide

"
Informationsverlust\ (Systemde�niti-

on). Dies leistet die Legendre-Transformation=Funktions-Transformation (vgl.
Fourier-Transformation):

L f (x) = x
df
dx

� f (x) = x(z)z � f (x(z)) = h(z)

hei�t Legendre-Transformiertezu f (x) (In der Thermodynamik mit umgekehrtem
Vorzeichen de�niert).

Eigenschaften:

1.

d
dz

h(z) = x(z) + z
dx
dz

�

zz}|{
df
dx

dx
dz

= x

(Konjugation x $ z bleibt erhalten)

2.

L h(z) = z
dh
dz

� h(z) = zx � xz + f (x(z)) = f (x)

LL f = f

3.

L f (x) 6= f (x(z))

1Beispiel (Nolting): Betrachte die zwei Funktionen f (x), g(x):

f (x) = �x 2 ) z =

Umk ehrung OK
z}|{
2�x f (z) = z2

4�

g(x) = � (x + c)2 ) z = 2� (x + c) g(z) = z2

4�
) g(x) 6= f (x) aber f (z) = g(z) !
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Beispiel 1:

f (x) =
mx2

2

z =
df
dx

= mx;
d2f
dx2

= m 6= 0
"
z konjugiert zu x\

) x(z) =
z
m

L f = x
df
dx

� f (x) =
z
m

z �
m
2

� z
m

� 2
=

z2

2m

Beispiel 2:

g(x) =
m
2

(x + c)2

z =
dg
dx

= mx + mc

x(z) =
z
m

� c

L g = z
� z

m
� c

�

| {z }
x

�
1

2m
z2

| {z }
g(x(z))

=
1

2m
z2 � cz 6= g(x(z))

MehrereVer•anderliche f (x1; x2; : : : ; xm ):
Sei

det
�

@2f
@xk@x j

�
6= 0

Konjugierte:

zk =
@f
@xk

; k = 1; 2; : : : ; m (VI.3)

DieseFunktionen zk = zk(x1; x2; : : : ; xm ) sind umkehrbar, also:

L f (x1; : : : ; xm ) =
mX

k=1

zkxk(z) � f (x1(z); x2(z); : : : ; xm (z)) (VI.4)

= h(z1; z2; : : : ; zm )
@h
@zk

= xk
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Hamilton-F unktion

Gegeben sei

L = L(q1; : : : ; qf m ; _q1; : : : ; _qf m ; t)

"
Kanonischer Impuls\ (konjugiert zu _qk):

pk =
@L
@_qk

= pk(q; _q); det
�

@2L
@_qk@_qi

�
6= 0 ) _qk = _qk(q; p) (VI.5)

Legendre-Transformation bez•uglich _q1; : : : ; qf m :

H (q1; : : : ; qf m ; _p1; : : : ; _pf m ; t) = L L(q1; : : : ; qf m ; _q1; : : : ; _qf m ; t)

=
f mX

k=1

pk _qk(q; p; t) � L(q1; : : : ; qf m ; _q1(q; p); : : : ; _qf m (q; p); t)
(VI.6)

Eigenschaften:

i. H erzeugt kanonische Gleic hungen

@H
@pk0

= _qk0 +
f mX

k=1

pk
@_qk

@pk0
�

f mX

k=1

@L
@_qk

@_qk

@pk0
= _qk0

@H
@qk0

=
f mX

k=1

pk
@_qk

@qk0
�

@L
@qk0

�
f mX

k=1

@L
@_qk|{z}
pk

@_qk

@qk0
= �

@L
@qk0

Lagrange
= �

d
dt

@L
@_qk0

= � _pk0

@H
@t

=
f mX

k=1

@_qk

@t
pk �

f mX

k=1

@L
@_qk|{z}
pk

@_qk

@t
�

@L
@t

= �
@L
@t

2f m Hamilton'sche kanonische Gleichungen (2f m Di�erenzialgleichungen erster
Ordnung im Phasenraumder Dimension2f m , q; p

"
kanonisch konjugiert\ ):

_qk =
@H
@pk

� _pk =
@H
@qk

k = 1; 2; : : : ; f m

� @L
@t =

@H
@t

(VI.7)
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ii. F •ur zeitunabh •angige Zwangsbedingungen (holonom-skleronom) gilt

H = T + V = E tot (VI.8)

Beweis:

L =
1
2

NX

� =1

m� _r 2
�

| {z }
nat : Form

� V (r 1; : : : ; r N )

@L
@_r �

= m� _r � = p
�

H =
NX

� =1

m� _r 2
� � L =

1
2

NX

� =1

m� _r 2
� + V(r 1; : : : ; r N )

=
NX

� =1

p2
�

2m�
+ V(r 1; : : : ; r N ) = T + V

Dagegengilt f•ur zeitabh•angigeZwangsbedingungen(rheonom-holonom):
Koordinaten-Transformation:

r i = r i (q; t) L = T � V;

wobei f•ur die verallgemeinertekinetische Energie(vgl. Kap. IV.4) gilt:

T(q; _q; t) = a(q; t) +
X

�

b� _q� +
X

�;�

C�� _q� _q�

@T
@_q


= b
 + 2
X

�

C�
 _q� � p


H =

P

 p
 _q


z }| {
2

X

�;


C�
 _q� _q
 +
X




b
 _q
 � L

=
X

�;�

C�� _q� _q� � a(q; t) + V = T + V � 2a �
X

�

b� _q�

H = T + V gilt nur f•ur a = 0; b
 = 0

Falls a;b
 6= 0 hat H nicht die BedeutungT + V = E.
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iii. Def. Kanonisc he Systeme

Mechanisches System, dem man eine H -Funktion zuordnen kann derart, dass
diesedie Bewegungerzeugtgem•a� denkanonischenGleichungen.JedesLagrange-
Systemmit

det
�

@2L
@_qk@_qi

�
6= 0 (VI.9)

ist kanonisch, d.h. L L = H erzeugtkanonische Gleichungen. Umgekehrt ist ein
kanonischesSystemH mit

det
�

@2H
@pk@pi

�
6= 0 (VI.10)

ein Lagrange-System,d.h. esgen•ugt auch den Lagrange-Gleichungenzu L H . Es
gibt Lagrange-Systeme,dienicht kanonisch sind (z.B. Maxwell-Feld,L(q1; _q1; q2; t)).

Beispiel: Geladenes Teilchen im elektromagnetisc hen Feld

vgl. Kap. IV.3

L(r ; _r ; t) =
1
2

m _r 2 � e� (r ; t) +
e
c

_rA(r ; t)

p =
@L
@_r

= m _r +
e
c
A kanonischer Impuls

) _r =
1
m

p �
e

mc
A

H = p_r � L =
1
m

p
�

p �
e
c
A

�
�

1
2m

�
p �

e
c
A

� 2
+ e� �

e
mc

A
�

p �
e
c
A

�

H (r ; p; t) =
1

2m

�
p �

e
c
A(r ; t)

� 2
+ e� (r ; t) = T + V

1
2m

�
p � e

cA(r ; t)
� 2

: kinetische Energie,ausgedr•uckt durch kanonischen Impuls p
Achtung: Einheitensystem,SI: e

c ! e
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VI.2 Poisson-Klammer und Liouville'sc her Satz

VI.2.A Observ ablendynamik

SeiF = F (q; p; t)
"
Observable\ , Funktion auf dem Phasenraum.Dann gilt

dF
dt

=
f mX

k=1

@F
@qk

_qk +
f mX

k=1

@F
@pk

_pk +
@F
@t

Hamilton � Gl :=
f mX

k=1

�
@F
@qk

@H
@pk

�
@F
@pk

@H
@qk

�
+

@F
@t

dF
dt

:= f F; H gq;p +
@F
@t

(VI.11)

Def. Poisson-Klammer

f F; Ggq;p| {z }
Goldstein; Nolting
Flie�bach; Kuypers

:=
X

i

�
@F
@qi

@G
@pi

�
@F
@pi

@G
@qi

�
= �f F; Ggp;q| {z }

Landau,Scheck

(VI.12)

Eigenschaften:

1. Antisymmetrie f F; Gg = �f G; F g ) f F; F g = 0

2. Linearit •at f � F + � G; K g = � f F; K g + � f G; K g

3. Jakobi-Identit •at f F; f G; K gg+ f G; f K ; F gg+ f K ; f F; Ggg = 0 (zyklische
Vertauschung)

4. Poisson-Klammer-Ausdruck enth•alt als Spezialfall die kanonischen Glei-
chungen: d

dt qk = f qk ; H g = @H
@pk

etc.

Fundamentale Poisson-Klammern:

f qk ; qj g = 0
f pk ; pj g = 0
f qk ; pj g = � kj

(VI.13)

qk und pk hei�en
"
kanonisch konjugiert\ (vgl. Quantenmechanik: Kommutator-

Relationen). Ferner gilt:

f F; qkg = �
@F
@pk

f F; pkg = +
@F
@qk

(VI.14)
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In tegrale der Bew egung (Erhaltungsgr •o�en)

F (q; p) ist Erhaltungsgr•o�e, falls

0 !=
dF
dt

=
@F
@t

+ f F; H g (VI.15)

Poisson-Theorem

Die Poisson-Klammeraus zwei Bewegungsintegralen u; v ist wieder ein Bewe-
gungsintegral.
Beweis: Setzew = f u; vg

d
dt

w =
@
@t

w + f w; H g

d
dt

w =
�

@u
@t

; v
�

+
�

u;
@v
@t

�
1 mal vertauschen

� f H; f u; vgg

Jakobi-Identit •at: f H; f u; vgg = �f u; f v; H gg� f v; f H; ugg

d
dt

w =
�

@u
@t

; v
�

+
�

u;
@v
@t

�
+ f u; f v; H gg+ f v; f H; ugg

2 mal vertauschen=
�

@u
@t

+ f u; H g; v
�

+
�

u;
@v
@t

+ f v; H g
�

)
d
dt

f u; vg =
�

du
dt

; v
�

+
�

u;
dv
dt

�

"
Produktregel gilt\

Falls du
dt = 0; dv

dt = 0 ) d
dt f u; vg = 0 ) Behauptung

VI.2.B Liouville'sc her Satz

Mechanischer Zustand=Punkt im Phasenraum: � = f q1; : : : ; qf m ; p1; : : : ; pf m g,
vgl. Kap. I I.2.B, Kap. VI.1.
•Ubergangzur statistischen Beschreibung

Ensemble

Betrachte eine gro�e Anzahl identischer Systeme,d.h. solche mit gleicher H -
Funktion (gleichesModell). JedesSystem� desEnsembles wird im Phasenraum
f � i ; i = 1; : : : ; 2f m g repr•asentiert als ein Punkt f � �

i g.
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x1

x2

x

x1

x2

x3

x1

x2

Einzelsystem Ensemble
“Punkt-Schwarm”

Kontinuums-N•aherung:� �
i ! � i (

"
Name=Ort in Ausgangskon�guration \ )

Gro�e Anzahl von Punkten ) beschrieben durch Phasenraumdichte � (� ; t) mit
der Normierung

Z

V (t)
� (� ; t)d2f � = 1

x1

x2

V t( )

Globale Erhaltungsgr•o�e (Teilchenzahl) , lokale Bilanzgleichung:

Dreidimensionaler Ortsraum:

Es gilt f•ur eineglobaleErhaltungsgr•o�e A (in VolumenV(t); (V(t)) = Ober
 •ache
von V)

A =
Z

V (t)
a(r ; t)d3r = const

0 =
dA
dt

=
Z

V (t)

@a
@t

d3r +
I

(V )
avdf (ohne Beweis, v = Geschwindigkeit)

Gau�=
Z

V

�
@a
@t

+ div (av)
�

d3r "
Reynold'sches

Transport-Theorem\
(VI.16)

Da Volumen V beliebig, mussIntegrand verschwinden::

@a
@t

+ div

j
a

=Stromdic hte
z}|{
(av) = 0 Kontinuit •atsgleichung (VI.17)

div (av) = v grada + adiv v

div v =
3X

i =1

@vi

@r i
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Verallgemeinerung auf Phasenraum (Dimension 2f m ):

r ! � ; a ! �

vi = _� i ; i = 1; 2; : : : ; 2f m

div v =
2f mX

i =1

@vi

@� i
=

f mX

i =1

@_qi

@qi
+

f mX

i =1

@_pi

@pi

=
f mX

i =1

@2H
@pi @qi

�
f mX

i =1

@2H
@qi @pi

= 0
"
inkompressibel\ (VI.18)

)
@�
@t

+ vgrad� = 0

f �; H g =
f mX

i =1

�
@�
@qi

@H
@pi

�
@�
@pi

@H
@q1

�
=

fX

i =1

@�
@qi

_qi +
fX

i =1

@�
@pi

_pi

=
2fX

i =1

@�
@� i

_� i = v grad�

Poisson-Klammerf•ur � (� ; t):

d�
dt

=
@�
@t

+ f �; H g =
@�
@t

+ v grad� = 0 Liouville'scher Satz (VI.19)

d�
dt :

"
Materielle Ableitung\ (substanziell),

"
mitschwimmend\

@�
@t : lokale Ableitung
v grad� : konvektive Ableitung

Station •are Dic hte:

H = H (� ) = H (p; q)

Sei

� = � (H ) )
@�
@qi

=
@�
@H

@H
@qi

@�
@pi

=
@�
@H

@H
@pi
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f �; H g =
X

i

�
@�
@qi

@H
@pi

�
@�
@pi

@H
@qi

�

=
@�
@H

X

i

�
@H
@qi

@H
@pi

�
@H
@pi

@pi

@qi

�
= 0

)
@�
@t

= 0

Statistische Physik: \k anonische Phasenraumdichte" (thermischesGleichgewicht,
T = Temperatur):

� =
1
Z

exp(� H � ); � =
1

kB T
; Z = Zustandssumme

VI.3 Kanonisc he Transformationen

Die Wahl der verallgemeinertenKoordinaten und der kanonisch konjugierten Im-
pulse ist nicht eindeutig. Dies kann man dazu ausn•utzen, besonders\g •unstige"
Koordinaten zu �nden.

VI.3.A Zyklisc he Ko ordinaten

Def. zyklische Koordinate:

qf m zyklisch )
@L

@qf m

= 0 (VI.20)

(Nummerierung so gew•ahlt, dassdieseKoordinate geradedie Nummer f m hat.)

) L = L(q1; : : : ; qf m � 1; _q1; : : : ; _qf m ; t)

In der Hamilton-Formulierung:

L L = H (q1; : : : ; qf m � 1; p1; : : : ; pf m ; t)

) _pf m = �
@H
@qf m

= 0 ) pf m = � f m = const

H ! H (q1; : : : ; qf m � 1; p1; : : : ; pf m � 1; � f m ; t) 2(f m � 1)-dimensionalerPhasenraum

Die Koordinate qf m ist
"
ignorierbar\ (klarer als der Begri�

"
zyklisch\ ).

Sind alle Koordinaten zyklisch,

H = H (p1; : : : ; pf m ; t);
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so sind die kanonischen Gleichungenelementar l•osbar:

pk = � k = const; k = 1; 2; : : : ; f m

_qk =
@H
@pk

�
�
�
�
pi = � i

:= vk(t) unabh•angig von allen qk

qk(t) =
Z t

t0

vk(t)dt + � k ; k = 1; 2; : : : ; f m

Motiv ation f•ur kanonische Transformation

Frage:Kann man die Koordinaten und Impulse so w•ahlen, dasseinige oder gar
alle Koordinaten zyklisch werden?

VI.3.B Ko ordinaten transformation im Phasenraum

Seiwieder

� � = q� ; � = 1; 2; : : : ; f m � � = Q� ; � = 1; 2; : : : ; f m

� � = p� � f m ; � = f m + 1; : : : ; 2f m � � = P� � f m ; � = f m + 1; : : : ; 2f m

R2f m ! R2f m :

� � = � � (� 1; : : : ; � 2f m ; t) di�erenzierbar

"
Phasenraumtransformation\ ; umkehrbar eindeutiga:

det
�

@� �

@� �

�
6= 0 (VI.21)

) � i = � i (� 1; : : : ; � 2f m ; t)

avgl. Punkttransformation in der Lagrange-Mechanik, Kap. IV.4

Schreib weise:

Mit Hilfe von


 �� =

 
0

f m
1

f m

� 1
f m

0
f m

!

z.B. f m = 2 :

0

B
B
@

�
0 0
0 0

� �
1 0
0 1

�

�
� 1 0
0 � 1

� �
0 0
0 0

�

1

C
C
A
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lassensich die kanonischen Gleichungenschreiben als

_� � =
X

�


 ��
@H
@� �

; � = 1; 2; : : : ; 2f m

dF
dt

=
X

�

@F
@� �

_� � +
@F
@t

=
X

�;�

@F
@� �


 ��
@F
@� �

+
@F
@t

(VI.22)

Wir wendenden Poisson-Klammer-Ausdruck auf � � (� 1; : : : ; � 2f m ; t) an:

d� �

dt
= _� � = f � � ; H g +

@� �

@t
= _� � (� 1; : : : ; � 2f m ; t) (da invertierbar)

Kanonisc he Transformation 2

Nicht jedePhasenraumtransformation ist kanonisch, aber alle Punkttransforma-
tionen. NotwendigeBedingung:Es exisiert ein ~H (� ; t) derart, dass

_� � =
X

�


 ��
@~H
@� �

Hinreichend: Transformation � ! � derart, dass ~H f•ur jedes Ausgangsmodell H
existiert.

Theorem •ub er kanonische Transformationen

Eine Transformation � ! � ist dann kanonisch, wenn f•ur jedesPaar dynamischer
Variablen F; G gilt:

f F; Gg =
X

j

�
@F
@qj

@G
@pj

�
@F
@pj

@G
@qj

�
=

X

j

�
@F
@Qj

@G
@Pj

�
@F
@Pj

@G
@Qj

�
(VI.23)

Die Poisson-Klammerist invariant.

VI.3.C Variationsprinzip f •ur H -Funktion

Variablen f q; pg; f _q; _pg. Sei

F (q; p; _q; t) :=
f mX

k=1

pk _qk � H (p;q; t) (VI.24)

2Hamilton-Gleichungen bleiben invariant
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(formal wie Legendre-Transformation,keine _p-Abh•angigkeit, formal Funktion von
4f m Koordinaten).
Dann ist

�
Z t2

t1

F dt = 0

•aquivalent zu den 2f (!) Euler-Lagrange-Gleichungen

�
� F
� qk

=
d
dt

@F
@_qk

�
@F
@qk

= 0

�
� F
� pk

=
d
dt

@F
@_pk

�
@F
@pk

= 0

(Variationsableitung)
qk ; pk unabh•angig

(VI.25)

Setzenwir F ein, so folgendarausdie kanonischen Gleichungen:

_pk +
@H
@qk

= 0

� _qk +
@H
@pK

= 0; da
@F
@_pk

Die Funktion F ist { wie L { nicht eindeutig (vgl. V.3):

F = ~F +
d
dt

M

M = M (p;q; t) Funktion im 2f m -dimensionalenPhasenraum
(VI.26)

~F liefert die gleichen kanonischen Bewegungsgleichungen. Dies folgt direkt aus
dem Variationsprinzip

�
Z t2

t1

d
dt

M = � [M (t2) � M (t1)] = 0:

Damit ist auch H nicht eindeutig.

VI.3.D Konstruktion spezieller kanonischer Transforma-
tionen

Gegebenseiein beliebigesHamilton-SystemH (� ; t). Betrachte einezeitabh•angige
Transformation

� = f p; qg ! � = f P; Qg Transformationsgleichung

Ist dann die •Aquivalenzbedingungerf•ullt (vgl. Kap. IV.4, Gl. (VI.26)):

F (� ; _� ; t) = ~F (� ; _� ; t) +
dM
dt

;
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d.h.

f mX

k=1

pk _qk � H (q; p; t) =
f mX

k=1

Pk
_Qk � ~H (Q; P; t) +

dM
dt

; (VI.27)

so gilt: Ist f p;qg L•osungzu H , dann ist f P; Qg L•osung zu ~H . M (p; q; t) kann
bez•uglich der alten oder der neuenKoordinaten gegeben sein. � ! � ist dann
kanonisch (bez•uglich jeder H -Funktion).

Def. Erzeugende Funktion

M hei�t erzeugendeFunktion, wenn M teilweiseals Funktion der alten Koor-
dinaten f q; pg, teilweiseals Funktion der neuenf Q; Pg gegeben ist. Dies ergibt
grunds•atzlich vier M•oglichkeiten:

M1 = M 1(q; Q; t)
M2 = M 2(q; P; t)
M3 = M 3(p; Q; t)
M4 = M 4(p; P; t)

9
>>=

>>;

jeweils Funktion im
gesamten 2f m -dimensionalen
Phasenraum(alt/neu)

(VI.28)

Wir betrachten hier nur die zwei erstenKlassen.

VI.3.E Klassen (zeitabh •angiger) kanonischer Transforma-
tionen

1. Klasse

M1 = M 1(q; Q; t) (VI.29)

)
f mX

k=1

pi _qi � H =
X

k

Pk
_Qk � ~H +

dM1

dt "
•Aquivalenz\

=
X

k

pk
_Qk � ~H +

X

i

@M 1

@qi
_qi +

X

i

@M 1

@Qi

_Qi +
@M 1

@t

f mX

k=1

_qi (pi �
@M 1

@qi
)

| {z }
=0

� H =
X

k

_Qk (Pk +
@M 1

@Qk
)

| {z }
=0

� ~H +
@M 1

@t
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Da die qi bzw.Qi unabh•angigsind,m•ussendie Koe�zien ten von _qi und _Qi separat
verschwinden.

)

pi =
@M 1

@qi
= pi (q; Q; t)

Pk = �
@M 1

@Qk
= Pk(q; Q; t)

~H = H +
@M 1

@t

(VI.30)

) Qk = Qk(p; q; t)

) Pk = Pk(q; Q(p; q; t); t)

) Umkehrfunktionen; in H; M 1:

~H (P; Q; t) = H (q(P; Q; t); p(P; Q; t); t) +
@M 1

@t
(q(P; Q; t); Q; t)

Damit ist die Transformation •uber M 1 v•ollst•andig de�niert.

Beispiel 1

M1(q; Q) =
f mX

k=1

q
k
Qk

pi =
@M 1

@qi
= Qi

Pk = �
@M 1

@Qk
= � qk

9
>=

>;

Transformationsgleichungen
Vorzeichen wesentlich

Hierdurch wird die Rolle von Koordinaten und Impulsen vertauscht!

) ~H (Q; P) = H (q(P; Q); p(P; Q))

= H (� P; Q)

Beispiel 2:

f m = 1

M1(q; Q) =
1
2

m! q2 cot Q

p =
@M
@q

= m! qcot Q

p = �
@M
@Q

=
1
2

m! q2

sin2 Q
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Umkehrung

q =

r
2P
m!

sinQ; p =
p

2m! P cosQ

Dies l•ost sofort den harmonischen Oszillator:

H (p;q) =
p2

2m
+

1
2

m! 2q2

~H (P; Q) = ! P(cos2 Q + sin2 Q) = ! P; Q zyklisch

) _P = �
@~H
@Q

= 0; P = � = const

_Q =
@~H
@P

= ! ; Q = ! t + �

in den urspr•unglichen Koordinaten:

q(t) =

r
2P
m!

sinQ =

r
2�
m!

sin(! t + � )

2. Klasse

M2 = M 2(q; p; t) (VI.31)

Betrachte M 2 als Legendre-Transformation von M 1, wobei gelte

� Pi =
@M 1

@Qi

d.h.

M2 � � L M 1 = M 1(q; Q; t) +
X

i

Qi Pi

) M 1(q; Q; t) = M 2(q; P; t) �
X

i

Qi Pi

)
d
dt

M1 =
d
dt

M2 �
X

i

_Qi Pi �
X

i

Qi
_Pi

•Aquivalenzbedingung:
f mX

k=1

pi _qi � H =
X

k

PK
_Qk � ~H +

dM1

dt

= � ~H +
X

k

@M 2

@qk
_qk +

X

k

@M 2

@Pk

_Pk +
@M 2

@t
| {z }

dM 2
dt

�
X

k

Qk
_Pk
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Ordne:

f mX

k=1

qi

�
pi �

@M 2

@qk

�

| {z }
=0

� H =
X

k

_Pk

�
@M 2

@Pk
� Qk

�

| {z }
=0

� ~H +
@M 2

@t

)

pi =
@M 2

@qi
= pi (q; P; t)

Qi =
@M 2

@Pi
= Qi (q; P; t)

~H = H + @M 2
@t

(VI.32)

) Pk = Pk(p; q; t)

) Qi = Qi (q; P(p; q; t); t)

) Umkehrfunktionen ) einsetzenin H; M 2.

Beispiel: Iden tisc he Abbildung

M2(q; P) =
f mX

i =1

qi Pi

pi =
@M 2

@qi
= Pi ; Qj =

@M 2

@Pj
= qj ; ~H = H

VI.3.F Hamilton-Jak obi-Gleic hung

=Bewegungsgleichung f•ur Erzeugende.Sei

~H (P; Q) � const= 0 (VI.33)

(nur m•oglich mit explizit zeitabh•angigerTransformation)

)
_Qk =

@~H
@Pk

= 0 ) Qk = � k = const

_Pk = �
@~H
@Qk

= 0 ) Pk = � k = const

9
>>=

>>;
alle zyklisch

Unter der Transformationsklasse2 seidiesder Fall f•ur

S = M �
2 (q;

= � =const
z}|{
P ; t); pi =

@S
@qi

(vgl. (VI.32)) :
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Hamilton-Jakobi-Gleichung:

~H = H (q1; : : : ; qf m ;
@S
@q1

; : : : ;
@S

@qf m

; t) +
@S
@t

= 0 (VI.34)

Nichtlineare (i.A. quadratisch in den Impulsen @S
@qi

) partielle Di�erenzialgleichung
erster Ordnung f•ur die ErzeugendeS. S h•angt ab von f m Koordinaten und der
Zeit t. Die L•osungmussalso f m + 1 freie Konstanten enthalten.

@S
@� i

= � i (q; � ; t) ) qj = qj (� ; � ; t) L•osungausErzeugender (VI.35)

Vollst•andigesIntegral:

S = S(q1; q2; : : : ; qf m ; � 1; � 2; : : : ; � f m ; t) + A

dS
dt

=
X

i

@S
@qi

_qi +
@S
@t

@S
@t

= � H )
dS
dt

=
X

i

pi _qi � H = L

) S =
Z

Ldt + A (VI.36)

Erzeugendedergesuchten Transformation:unbestimmtesWirkungsintegral, Stamm-
funktion zu L.

Speziell: Autonomes Hamilton-System

H = H (p;q) )
@S
@t

+ H (q;
@S
@q

) = 0

Ansatz:

S(q; � ; t) := W(q; � ) � � 0t Abseparationvon t

W: charakteristische Hamilton-Funktion

@S
@t

= � � 0

pi =
@S
@qi

=
@W
@qi

H (q;
@W
@q

) = � 0 � 0 = E = Energie
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Beispiel: Harmonisc her Oszillator

H = T + V =
1

2m
p2 +

1
2

kq2; p =
@W
@q

H
�

q;
@W
@q

�
=

1
2m

�
@W
@q

� 2

+
k
2

q2 = � 0

)
@W
@q

=
p

2m� 1 � mkq2

S =
p

mk
Z r

2� 0

k
� q2dq � � 0t

@S
@� 0

� � 0(q; � 0; t) = � t +

r
m
k

arcsin

 r
k

2� 0
q

!

; ! 2 =
k
m

q(� 0; � 0; t) =

r
2� 0

k
sin! (t + � 0)

Hamilton-Jakobi ist nur n•utzlich f•ur separierbareProbleme.

VI.4 Allgemeine dynamisc he Systeme

Motivation: Blick •uber die Grenzender analytischen Mechanik hinaus

VI.4.A Vollst •andig in tegrable Systeme

1. f m mechanische Freiheitsgrade ) 2f m -dimensionaler Phasenraum.Die
Bahn im Phasenraumist kontrolliert durch die Hamilton'schenGleichungen
(VI.22):

_� � =
X

�


 ��
@H
@� �

; H = H (� ; t)

L•osung:

� (t) = � t|{z}
Fluss

(� (0); t); � � (0) = Anfangsbedingung

DimensiondesProblems:2f m + 1 (� und t)
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2. AutonomesHamilton-System:

H = H (� );
@H
@t

= 0

) Es existieren2f m funktional unabh•angigeErhaltungsgr•o�en:

� (t) = � t (� (0)) 2f m Anfangsbedingungen

Hamilton-Jakobi (vgl. Kap. VI.3.F):

c = f � ; � g

2f m -dimensionalerRaum, 2f m Invarianten ) fester Punkt bez•uglich
"
gu-

ten\ Koordinaten, f P; Qg. Die
"
urspr•unglichen\ Koordinaten p; q liegen

dadurch aber nicht fest (zeitabh•angigeTransformation ausP; Q).

3.
"
Phasenraumportrait \ :

ci = ci (q1; : : : ; qf m ; _q1; : : : ; _qf m ); i = 1; : : : ; 2f m

Umkehrung:

_qk = _qk(c1; : : : ; c2f m ; q1; : : : ; qf m ); k = 1; : : : ; f m

f m Gleichungen:2f m � f m = f m -dimensionaleHyper
 •ache (
"
Torus\ )

q

q.fm=1: fm=2:

q=q q( )
vgl. Kap. II.6

. . im 4-dimensionalen
Phasenraum

=        +

4. Poincar�e'scher Wiederkehrsatz: Die Bewegung auf einem Torus ist quasi-
periodisch: Man kann stets eine Zeit � 0 angeben derart, dassein System
einemAnfangspunkt (t = 0) beliebig nahekommt.
Beispiel:SeparierbaresProblem: N Radfahrer im Stadion (f m = N ,

"
sepa-

rierter Torus\ )

w1 w2 w3 wN

. . .
t=

=
= N

0
0

1,2,...,
j
n

n
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Wahrscheinlichkeit, dassRadfahrer � innerhalb � ' um ' = 0 anzutre�en
ist (Winkelgenauigkeit � ' ):

w(� ' j' = 0) =
'
2�

(
"
geometrische Wahrscheinlichkeit\ )

F•ur alle (unkorreliert):

w =
�

� '
2�

� N

Wie oft tritt diesein? Wann tritt dieswieder ein? H•au�gkeit:

1
�

�
�

� '
2�

� N

! ; ! = mittlere Drehfrequenz

Anwendung:Sei � '
2� = 10� 2; ! = 0; 1s� 1:

N = 5 ) � p = 1011s � 3000Jahre
N = 10 ) � p � 1021s > Alter desUniversums

5. IntegrableSystemesind zeitumkehrinvariant ) keineIrreversibilit •at, keine
ausgezeichnete Zeitrichtung, keineTransport-Theorie.

6. Alle autonomen integrablen Systememit f m Freiheitsgradengehendurch
eine im Allgemeinennichtlineare Transformation ineinander •uber. Sie sind
daher •aquivalent zu f m Pendeln (f m harmonische Oszillatoren, falls unge-
bundene Bewegungenfehlen). Beweis: Poincar�e (separierbaresHamilton-
Jakobi-System).

Bespiele f•ur in tegrable Systeme

1. Alle Systememit f m = 1 und analytischer Lagrange-Funktion

2. FreiesZwei-K•orper-Problem

3. SpezielleProbleme:Ein-Teilchen, starrer K•orper

4. Alle Systememit linearen Bewegungsgleichungen (lineare N -Teilchen-Sys-
teme)

5. Nichtlineare Systeme,welche in ungekoppelte f m = 1-Systemeseparieren:
Solitonen

Anmerkung

Jedesendlich dimensionalenichtlineare Modell kann untransformiert werden in
ein linearesmit unendlicher Dimension(vgl. Quantenmechanik3)

3! www.faqs.org/faqs /s ci /no nl ine ar -f aq
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VI.4.B Ergo dische Systeme

Ergodische Systemesind Systeme,bei denen die Gesamtenergie E die einzige
Konstante der Bewegungist.
Anmerkung: Damit ist nicht gesagt,dasses solche Systemegibt. ) Hamilton-
Jakobi-Gleichungennicht separierbar.
Energie-Fl•ache F (E) im Phasenraum(2f m � 1-dimensionaleHyper
 •ache):

H (p; q) = E (bez•uglich allen Koordinaten)

Konsequenz:Zustand � = f p; qg bleibt immer in F (E):

� 0 = � t (� ); � ; � 0 2 F (E)

) Abbildung von F auf sich selbst.Umkehrbar eindeutig: Automorphismus.
SeiObservable A = A(� ):

Zeitlic her Mittelw ert

A = lim
T !1

1
T

Z T

0
A(� t (� ))dt (VI.37)

Wahrscheinlic hkeitsdic hte � (� )

w(R) =
Z

R
� (� )d2f m � ; d2f m = dq1 � � � dqf m dp1 � � � dpf m ; R � F

w(0) = 0

w(F ) = 1

In varian te Dic hte

� t (� ) � � (� t (� )) = � (� ) (VI.38)

Statistische Beschreibung:

Mikrok anonische Dic hte

F•ur ergodische Systemeist die einzigeinvariante Dichte

� (� ) = � 0 f•ur � 2 F (E)

Normierung:

� 0

Z

F (E )
d2f m x = 1
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Ensemble-Mittel:

hAi = � 0

Z

F (E )
A(� )d2f m � (VI.39)

F•ur ergodische Systeme:

A = hAi (VI.40)

(Zeitmittel=Sc harmittel)

VI.4.C Misc hende Systeme

Gem•a� (VI.38) und (VI.40) darf dasZeitmittel nicht vomAnfangswert �
0

abh•angen.
Dies ist bei ergodischen Systemennur dann garantiert, wenn zur Zeit t = t0 be-
reits eineGleichgewichtsverteilung vorlag. F•ur mischendeSystemegilt:

lim
t !1

Z

F (E )
A(� )� [� t (� )]d2f m � = hAi

Beispielef•ur mischendeSysteme:

1. JedesVielteilchensystemmit repulsiver Wechselwirkung(
"
Harte-Kugel-Gas\ )

2. Vermutung: Klassische Vielteilchensystememit repulsiver und attraktiv er
Wechselwirkung bei gen•ugend hoher Energie und niedriger Dichte (noch
nicht bewiesen,Anzeichen: Erfolg der Transporttheorie)

3. Sinai-Billard (freiesTeilchenauf Ebenemit elastisch re
ektierender Begren-
zung)

DasKonzept der Bahn ist auch klassisch nicht allgemeinhaltbar (emp�nd-
lich gegen•uber Anfangsbedingungen).

VI.4.D Bernoulli-Systeme

Wie ist esm•oglich, trotz deterministischer Dynamik nur statistischesVerhalten
zu erzeugen?
Def.: F•ur Bernoulli-Systemesind Makromessungenzu verschiedenenZeiten un-
korreliert (vgl. Roulette; BeispielBaker-Trafo).
Hierarchie: Bernoulli ! mischend ! ergodisch
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VI.4.E Diskrete dynamisc he Systeme

Bisher: t kontinuierlich:

� (t) = � t (� (0))

) � (t + dt) = � dt (� (t))

Diskretisierung:

�
t+1

= � (�
t
) (Abbildung)

Zusammenhangdiskrete/kontinuierliche Aspekte:

Poincar �e-Abbildung (p oincar �e section)

Globaler Schnitt: Hyperebeneh im Phasenraum:Betrachte Durchsto�punkte

h

t1

t2

t3

t4

t5

x2

x1

h={ , }x x1 2

z.B. Kepler-Problem:

t t1 3, t t2 4,

y

x

Schnitt periodisch

Beispiel f•ur ein diskretesdynamischesSystem(Zust•ande= Punkte im Einheits-
Quadrat):

Die Zahl der Zust•andebleibt bei diesenAbbildungen nat•urlich erhalten. Letztes
Bild (f •ur n ! 1 ): wie \v erd•unnte Farbe" (daher der Name\mischend").

Bak er-T ransformation

xn+1 = � (xn); n = t diskret
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Abbildung der Fl•ache h = [x; y; 0 < x; y < 1] auf sich mit

� =
� �

2x; y
2

�
�
2x � 1; 1

2(y + 1)
� f•ur

0 < x < 1
2

1
2 � x < 1

Fl•achentreue Abbildung:
"
Backen von Bl•atterteig\

Explizite Beschreibung der (diskreten Dynamik):

Mikrozustand: (x; y)

1

1
x

y

R0 R1

½
Makrozustand (

"
Grobbeschreibung\ ): R0; R1 (d.h. Systemist in R0 oder R1)

Trick: Formulierung der Baker-Transformation im Bin•arsystem:

x < 1 : x =
1X

� =1

x � 2� � = 0:x1x2x3 : : : ; x i = 0; 1

y < 1 : y =
1X

� =1

y� 2� � = 0:y1y2y3 : : : ; yi = 0; 1

z.B.
"
0.01\ = 1

4,
"
0.1\ = 1

2; : : :

0 < x < 1
2 : 0:0x2x3 : : :

1
2 < x < 1 : 0:1x2x3 : : :

2x =
1X

� =1

x � 2� � +1 = x1:x2x3 : : :

Falls 0 � x < 1
2 x ! 2x

Falls 1
2 � x < 1 x ! 2x � 1

�
x0 = 0:x2x3 : : :
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y
2

=
1X

� =1

y� 2� � � 1 = 0:0y1y2y3 : : :

Falls 0 � x < 1
2 y ! y

2 = 0:0y1y2y3 : : :
Falls 1

2 � x < 1 x ! y
2 + 1

2 = 0:1y1y2y3 : : :

�
y0 = 0:x1y1y2y3 : : :

Erster Schritt:

) � : x0 = 0:x2x3x4 : : : y0 = 0:x1y1y2y3 : : :

(x; y) = (0:x1x2x3 : : : ; 0:y1y2y3 : : :) in Rx1

� (x; y) = (0:x2x3x4 : : : ; 0:x1y1y2 : : :) in Rx2

� 2(x; y) = (0:x3x4x5 : : : ; 0:x2x1y1 : : :)
| {z }

Mikro

in Rx2| {z }
Makro

� Da die Wahrscheinlichkeit f•ur 0 oder 1 jeweils 1
2 und unkorreliert ist, f•uhrt

die makroskopische Messungauf R0 oder R1 mit der Wahrscheinlichkeit 1
2

(Messergebnissezu verschiedenenZeiten sind im Allgemeinenkorreliert, f•ur
Bernoulli-Systemeaber unkorreliert, vgl. M•unzwurf).

� Sensitivit•at bez•uglich der Anfangsbedingungen.Die Genauigkeit bestimmt
denvorhersagbarenEntwicklungsbereich: x = 0:10110: : : ) R1; R0; R1; R1; R0 : : :.

� Das Systemist mischend (sieheoben).

VI.5 Erg •anzungen

VI.5.A Zusammenfassung

1. Die \nat •urlichen" Variablender Hamilton-Funktion H sind die generalisier-
ten Impulse und generalisiertenKoordinaten (Phasenraum).H erh•alt man
ausder Lagrange-Funktion L durch Legendre-Transformation.

2. H erzeugtdie sogenannten kanonischenGleichungen(=Bewegungsgleichun-
gen).

3. Die Dynamik einer allgemeinenObservable (= Funktion auf dem Phasen-
raum) erh•alt man •uber die Poisson-Klammer.

4. Unter den Phasenraum-Transformationengibt esspeziell die sogenannten
kanonischenTransformationen.Unter diesenbleibenallePoisson-Klammern
invariant. (Konsequenz:\Ph ysik bleibt invariant".)
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5. SpezielleKlassenkanonischer Transformationenkann man durch Erzeugen-
de de�nieren.

6. Die Hamilton-Jakobi-Gleichung ist die Bewegungsgleichung f•ur eineErzeu-
gende,welche alle Koordinaten zyklisch macht.

7. EinezyklischeKoordinate ist eineKoordinate,von der dieLagrange-Funktion
(bzw. Hamilton-Funktion) nicht abh•angt. Der zugeh•orige Impuls ist dann
konstant (triviale L•osung).


